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PRINCIPALI FILONI DI RICERCA

1. Analisi microlocale di equazioni alle derivate parziali di tipo parabolico e iperbolico

Nel 1960 Lions e Malgrange dimostrarono l’ unicità retrograda delle soluzioni di un’
equazione parabolica lineare

ut −
n∑

i,j=1

∂i(aij(t, x)∂ju) = 0

a patto che la dipendenza dal tempo dei coefficienti principali fosse Lipschitziana. Lions
e Malgrange posero anche la questione, se tale regolarità fosse effettivamente necessaria
e congetturarono che la semplice continuità dei coefficienti fosse sufficiente a garantire
l’ unicità retrograda delle soluzioni. Successivamente Miller e Mandache dimostrarono
tramite controesempi che nemmeno la Hoelderianità dei coefficienti è sufficiente a garantire
l’ unicità retrograda.

In una serie di lavori ([4,8,16,17,18], in collaborazione con D. Del Santo) abbiamo utilizzato
gli strumenti dell’analisi microlocale per stabilire quale sia la regolarità minima (rispetto
al tempo) dei coefficienti principali, affinchè valga la proprietà dell’ unicità retrograda,
dimostrando che essa è data da un modulo di continuità ω che verifichi la condizione di
Osgood ∫ 1

0
ω(t)−1dt = +∞.

L’ unicità è una proprietà piuttosto debole, perchè descrive solo una caratteristica qual-
itativa delle soluzioni e non dà informazioni utili dal punto di vista computazionale. In
[7,12] abbiamo affrontato il problema di fornire delle stime quantitative della dipendenza
delle soluzioni dal dato finale. Un risultato classico di Agmon e Nirenberg garantisce la
dipendenza Hölderiana dal dato finale per soluzioni che soddisfino un’ appropriata limi-
tazione a priori, nel cal caso in cui i coefficienti siano Lipschitziani in t (si dice allora che
il problema è well behaved nel senso di Lax). Abbiamo dimostrato che nel caso in cui i
coefficienti siano Log-Lipschitziani nel tempo (si tratta di un caso particolare e concreto
in cui il modulo di continuità soddisfa la condizione di Osgood) la dipendenza continua
dai dati finali continua a sussistere. Abbiamo anche quantificato tale dipendenza, che
risulta essere intermedia tra quella Hölderiana e quella logaritmica. Il fatto che l’unicità
retrograda sussista per la classe generale dei moduli di continuità di tipo Osgood porta
a congetturare che anche la stabilità condizionata debba sussistere in qualche forma per
tale classe di moduli di continuità. Risultati in questa direzione sono stati ottenuti in [5,6]
in collaborazione con D. Casagrande e D. Del Santo: si è dimostrato che i risultati [7,12]
si possono estendere a un’equazione i cui coefficienti soddisfino solamente la condizione
di Osgood rispetto al tempo, a patto che non dipendano dalle variabili spaziali. Non si
tratta di una generalizzazione ”meccanica”, in quanto il problema va affrontato in spazi
funzionali non standard, modellati sul modulo di continuità e confrontabili con gli spazi
di Sobolev-Gevrey. Nei risultati descritti finora, la dipendenza continua per le soluzioni
retrograde può essere stabilita solamente su intervalli di tipo [ε, T ] con ε > 0, cioè non si
riesce ad avere una stima precisa per la ricostruzione del dato iniziale u(0) a partire dal
dato finale u(T ). Questa lacuna è stata colmata nel recente lavoro [2], mentre nel lavoro
[1] è stato elaborato un metodo per ricostruire il dato iniziale tramite la risoluzione di un
problema variazionale.

Per quanto riguarda le equazioni iperboliche, abbiamo affrontato il problema della buona



positura dell’ equazione iperbolica lineare non autonoma

utt −
n∑

i,j=1

aij(t)∂i∂ju = 0.

A seconda della regolarità dei coefficienti aij(t) si ottengono vari risultati di buona positura
in diversi spazi funzionali (spazi di Sobolev, di Gevrey, etc.). In [3,20], in collaborazione
con D. Del Santo, si sono ottenuti dei risultati di buona positura quando i coefficienti
esibiscono singolarità concentrate in un punto. Gli strumenti utilizzati sono essenzialmente
la trasformata di Fourier il teorema di Paley-Wiener e alcune stime piuttosto sofisticate
dell’ energia.

2. Analisi qualitativa di equazioni alle derivate parziali di tipo parabolico e iperbolico

Un’ equazione alle derivate parziali in cui una delle variabili assume il ruolo di ”tempo” e
le altre di ”spazio” viene detta ”equazione di evoluzione”. Se il corrispondente problema
di Cauchy è ben posto in un opportuno spazio funzionale, l’ equazione genera un (semi)-
sistema dinamico (locale). Utilizzando la teoria astratta dei sistemi dinamici, è quindi
possibile effettuare un’ analisi qualitativa dell’ andamento delle soluzioni simile a quella
che tipicamente si effettua per le equazioni differenziali ordinarie. Uno dei problemi clas-
sici in questo tipo di analisi è la ricerca di insiemi invarianti e lo studio delle loro proprietà
analitiche e topologiche. In particolare, se il sistema dinamico è dissipativo e asintotica-
mente compatto, esso possiede un attrattore che ”contiene” la dinamica significativa del
sistema. Insiemi invarianti significativi, che non siano necessariamente degli attrattori,
possono essere individuati grazie all’ utilizzo di strumenti topologici più sofisticati, quali
l’ indice Morse o l’ indice di Conley. Parte dei seguenti risultati sono stati ottenuti in
collaborazione con K.P. Rybakowski.

In [31,34,35,36,37,38,39], utilizzando la teoria delle varietà invarianti, si è dimostrato che
il flusso di una qualunque equazione ordinaria può essere immerso nel semiflusso di una
opportuna equazione parabolica semilineare scalare. Si tratta di una sorta di problema
inverso: dato un campo vettoriale, determinare una nonlinearità tale che la corrispondente
equazione scalare di reazione-diffusione-convezione ammetta una varietà invariante, in cui
il semiflusso sia regolato dal campo vettoriale assegnato. La conseguenza di questo fatto
è che nella classe dei semiflussi generati da equazioni paraboliche scalari semilineari è
possibile qualunque tipo di andamento caotico riscontrabile nella classe delle equazioni
ordinarie, nonostante la natura dissipativa delle equazioni paraboliche.

In [22,24,26,27,28,29,30,32,33] si è studiato il comportamento asintotico della dinamica di
un’ equazione di reazione-diffusione su un dominio sottile, al tendere a zero dello ”spessore”
del dominio. Si è dimostrata la convergenza dei semiflussi e la semicontinuità inferiore degli
attrattori, nonchè la continuità delle varietà inerziali, nei casi in cui esistono. Rispetto
a risultati precedenti, sviluppati a partire dal lavoro seminale di J. Hale e G. Raugel,
il nostro approccio ci ha permesso di affrontare il problema in domini spaziali di forma
qualunque, e non solo in domini che siano il sottografico di una funzione regolare.

In [19,21] si è utilizzata la teoria dell’indice di Conley per dimostrare l’esistenza di equi-
libri, orbite eterocline e altri pattern dinamici in equazioni di reazione diffusione su domini
illimitati. Precedenti risultati erano validi solo nel caso di domini limitati, in cui le im-
mersioni di Sobolev sono compatte. Per estendere tali risultati al caso di domini illimitati
si sono dovute introdurre specifiche condizioni sulla non-linearità dell’equazione.

In [13,14,15,23,25] si è studiato il problema dell’esistenza dell’attrattore nelle equazioni
paraboliche di reazione diffusione e nell’equazione delle onde con smorzamento, su domini



illimitati. Si è sviluppato un approccio che ha permesso di generalizzare e trattare in modo
unificato diversi risultati noti in letteratura.

In [9,10,11] si sono ottenuti risultati di regolarità per insiemi invarianti di un’equazione
delle onde con smorzamento, sotto ipotesi estremamente generali, e si è calcolata la di-
mensione di Hausdroff per tali insiemi.
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