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Limite di una funzione in una variabile
Sia f: E C IR — IR. Sia g un punto di accumulazione di E. Allora

lim f(x)=1

rT—Xo

seesoloseVe >036 >0Vx € F
O<|z—z0| <6 =|f(x)-1<e).

Lim_ite di una funzione R — RM B
Sia f: E CIRY — IRM. Sia 7y un punto di accumulazione di E, [ € RM.
Allora _ .
lim f(z) =1
Tr—xo
seesoloseVe>036 >0Vx € F
(0 <||E-Tol| <6 = HT(E) —ZH < 5) .

Continuita di una funzione RY — RM
Sia?:EQIRN—JRM. Sia Ty € E.
Allora f & continua in Ty se e solo se
Ve>030 >0V e F

(IlF = Zoll < 6 = |[F (@) — F@o)ll <¢) -

Si ricorda che se Ty ¢ un punto di accumulazione di E allora f ¢ continua in
To se e solo se
lim f(z) = f(Zo).
T—T
Teoremi sui limiti e sulle funzioni continue
1. Teorema di unicita del limite. Se esiste lim f(%), questo & unico.

E—>Eo
2. Teorema sul limite della restrizione. Sia 7 . ECRYN - ]RM, sia
F C E e sia Ty un punto di accumulazione di F' (e quindi anche di E).

Se esiste il limite lim f(Z) = [, allora esiste anche il limite della funzione

T—To
f ristretta al sottoinsieme F' e si ha
dim flp(7) =1
T—XTo

3. Teorema della limitatezza locale. Se esiste (finito) il limite lim f(7) =
T—T

[ allora la funzione f & localmente limitata in Tp. (Cioe esistono un intorno
U di Ty, ed una costante M > 0 tali che || f(Z)|| < M VT € U).



. Teorema sul limite della combinazione lineare. Siano f, g : F C
RY — IRM, o e 3 numeri reali, e sia To un punto di accumulazione di E.
Allora, se esistono i limiti

lim f(Z) =1 lim g(Z) =75,

T—To T—To
esiste anche il limite della funzione combinazione lineare af + 37 e si ha

ilirrilo (a?(f) + ﬁ?(f)) = al + f35.

. Teorema sul limite della funzione composta. Siano E C RY,
FCRM f:E - RM, f(E) C F,g:F — RX; sia T un punto
di accumulazione di F, g, un punto di accumulazione di F; sia U un
intorno di Ty tale che f(T) # 7, per ogni T € U \ {Zp}. Sia

lim f(z) =7, lim g(m) =1;

T—Tg Y—Yo
allora esiste il limite per Z che tende a %, della funzione composta go f e
si ha

lim g (f(@) =1.

T—T

. Teorema di compattezza. Sia K C IRY un insieme compatto (cioe
chiuso e limitato). Sia f : K — RM una funzione continua. Allora
I'insieme immagine f(K) C RM & compatto.

. Teorema di connessione. Sia E C IR" un insieme connesso (per archi),
esia f : E — IRM una funzione continua. Allora 'insieme immagine
f(E) CIRM & connesso (per archi).

. Limite delle funzioni componenti. Sia F C RY e Ty un punto di
accumulazione di E. Sia f : E — RM, f = (f1,fo,...,fa)%, | =
(I1,12, ..., lpr)T. Allora
lim f(Z) =1 se e solo se
T—XTo
_hII_l f,(f) :li Vi = 1,2,...,M.
r—xg
(Analogamente, f & continua in Ty se e solo se tutte le funzioni f; sono
continue in Zp).

Teoremi validi per i campi scalari:

. Teorema della permanenza del segno. Sia E C IRY e T un punto
di accumulazione di E. Sia f: E - IR, l € R, 1 >0 (I <0). Sia

lim f(@) =1

T—T
Allora esiste un intorno U di Ty tale che f(Z) > 0 (f(Z) < 0) per ogni
TeU.



10.

11.

12.

Teorema di esistenza degli zeri. Sia F C RY un insieme connesso
(per archi). Sia f : E — IR una funzione continua. Siano T e § due punti
di E tali che f(Z)- f(y) < 0 (cioe i due valori hanno segni opposti). Allora
esiste un punto z € E tale che f(z) = 0.

Limite della funzione prodotto e della funzione quoziente. Sia
E C RN e 7y un punto di accumulazione di E. Siano f,g : E — IR,
l,seR,

lim f(Z)=1 lim g(%) =s.

T—Xo T—To

Allora esiste il limite per T che tende a Ty della funzione prodotto f - g e
si ha

im f(z)-g(z) =1-s.

T—Tg
Inoltre, se s # 0, esiste un intorno U di Ty tale che Vz € U ¢(T) # 0, la
funzione quoziente f/g ¢ definita su U, ammette limite per T che tende a
Tg e si ha

Teorema di Weierstrass. Sia K C IRY un insieme compatto (chiuso e
limitato). Sia f : K — IR una funzione continua. Allora esistono minimo
e massimo per la funzione f su K. Cioe eistono T,, e T); appartenenti a K
tali che f(ZT,,) =me f(Tap) = M e per ogni T € K si ham < f(T) < M.



