Capitolo 3

Un’introduzione alle serie
di Fourier

3.1 Considerazioni preliminari

Dato un sistema numerabile di funzioni ¢1(z),. .., dn(z),... definite su un
intervallo [a,b] di R e una funzione f(z):[a,b] — R (C), ci poniamo il pro-

blema di approssimare f(z) con una serie g cndn(x), essendo i coefficienti
n=1
cn, scelti opportunamente.

N
Cioe, considerata la somma parziale sy(z) = E cn®n(x), ci poniamo il
1

problema di indagare che cosa accade facendo tzndere N a +o0, nel senso
di vari tipi di convergenza: puntuale, uniforme o in media quadratica, come
viene meglio precisato di seguito.

Precisamente, diremo che la somma sy (z) converge puntualmente a f(x)
se Yz € [a,b], si ha che A}gnoo sny(z) = f(x).

Se il limite & uniforme rispetto a x, cioe se Ve > 0 dN,, tale che VN > N,
e Vx € [a, b] si ha

sn(z) — fz)| <e,

diremo che la convergenza é uniforme.
Data una funzione w(z) definita su [a, b], per la quale, in generale, & w(z) >
0 e che chiameremo funzione peso, consideriamo 'integrale

b
[ 1) sw(@)Pute) as
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Diremo che sy (x) converge in media quadratica a f(x) se

b
lim / |f () — sy (x)]Pw(x)dz =0.

N—oo

Quest”integrale & detto deviazione quadratica media o scarto quadratico
medio di sy(x) da f(z).
Due funzioni ¢(z) e ¢(x) sono ortogonali su [a, b] rispetto al peso w(z) se

b
/ d(z) - Y(x) - wx)de =0

Per esempio, le funzioni 1 e z sono ortogonali rispetto al peso w(xz) = 1 su
[717 1}

Considereremo data, d’ora in poi, una successione di funzioni ¢1(x), ¢2(x),
.y &n(x), ... definite su [a,b] e a due a due ortogonali rispetto al peso

w(x). Possiamo allora porci il problema di determinare i coefficienti ¢, in

modo tale che per la funzione integrabile f(z) lo scarto quadratico medio

sia minimo. Cioe che sia minimo:

b N ) b
[ 0@ =Y crn@)’ wiw)da = [ o) wie) da
a n=1 a

N b N b
=2y ¢ | f@)o(z)w(x)dx + Z | P )wx)ds =
Sen [ s@ow v+ 36 [ d)

¢, (r)w(z)dx|c
n=1"a (l) f;¢%(xw(a:)dx

b, YL f@)én(@)w(@) da)?
+ fflr)w(x)dx — &
L) 2 1262 (2)w(x) da

N b b
3 [ o 2 I @o@u@)dz, |

Si vede facilmente che lo scarto € minimo se

_ fcf f(£)¢n(«'£)ﬂ)((£) dx (3 1)
") de .
e in questo caso vale
b fA(x)w(z)dx — i\f: [f; f(@)n(z)w(z) dz]?
b
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I coefficienti cosi determinati si dicono i coefficienti di Fourier di f(z)
rispetto alle funzioni ortogonali ¢,,(x). La serie

Z Cn(bn(x) (3.2)

si dice la serie di Fourier di f(x).
Se al posto di ¢, si pone il suo valore sopra calcolato, si trova

OS/ chgbn (x)dx =

/f d:rf :103/(1 2 (2)w(x)dx . (3.3)

Dunque, per ogni N € N vale

N b b
Zc%/ gbi(:c)w(a:)dxﬁ/ fA(x)w(z)dz

Se f(z) ¢ a quadrato sommabile su [a, b], prendendo il limite per N — oo,

si vede che la serie
00 b
E 0721/ 2 (x)w(z)dx
n=1 a

converge e inoltre

[es) b b
| 2 (x)w(x)dr < fA(z)w(x)dz. (3.4)
24 /

Questa disuguaglianza ¢ detta disuguaglianza di Bessel.
Un’ulteriore conseguenza e che

b
lim ci/ &2 ()w(z)dx =

(2 f(z < )dz)®
e N <z>2 (x)dx

=0. (3.5)

_ . . . . b
Se, per il sistema di funzioni considerato, la serie ha somma [ f2(z)w(z)d z,
cioe se

oo b b
S / 82 ()w(z)d s = / P (@yw()de, (3.6)
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allora si dice che vale [’equazione di Parseval.
In questo caso il sistema ¢4 (), P2(2), . . ., dn(x), ... si dice completo su [a, b]
rispetto al peso w(z).

3.2 Lemma di Riemann-Lebesgue

b
Abbiamo appena constatato che se / FA(z)w(z)dz & finito e se (¢, (),
€ un sistema ortogonale, allora

I F(@)bn (@) w(@)d

lim —
"V o2 (w)w(x)d

In realta si puo ottener un risultato piu forte, che qui riportiamo senza
dimostrazione

Lemma 3.2.1 [di Riemann-Lebesgue] Se la famiglia di funzioni On(2)
J (@)w()de
e uniformemente limitata, cioe se esiste una costante K > 0 tale che
Vo € [a,8],Vn e N, |—= 9n(2) <K,
Jo ¢ (@)w(z)dx
e se f(x) e assolutamente integrabile, allora
b
i @@ ()d
im =

T B w(@)de
3.3 Serie di Fourier trigonometriche
Le funzioni 1, sen x, cos x, sen 2z, cos 2z, . . . , SeN Nx, COSNT, ... SONO Ortogo-

nali su —7 < z < 7, con peso w = 1. Lo si vede facilmente calcolando (per
parti) gli integrali

+m TL2 +7
/ sennrsenmrdx = — sennz senmx d x

—r msJ_x

4+ —+
/ cosnrcosmrdr = —— sennxsenmz dx
—T —T
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2

+ sen ’nz ix
sennxcosnrdr = =0
2n 07T

+m n2 +m
/ sennxcosmrdr = — sennx cosmx dx
— m -

—T

Dunque si trova

+m
/ sennrxsenmrdxr =0 sen #m; (3.7)
—+7
/ cosnxcosmrdr =0 sen #m; (3.8)
+m
/ sennzcosmrdr =0Vn,meN . (3.9)
+ +7 +7
Vale poi / ldz = 2#,/ cos’nxdx = / sen’nrdr =T,

Diremo serie di Fourier trigonometrica per una funzione f(z) definita su
[—7, 7] e scriveremo

flx) ~ % +ajcosx + bysenx + ... + ap cosnx + bysennz + ... (3.10)

una serie di funzioni trigonometriche nella quale

1 ™
a = = f(x)dcc )
™ —T
1 ™
anp, = = f(x) cosnzdx
™ —T
1 s
b, = — f(z)sennzdzx (3.11)
™

—T

in accordo con il valore di ¢,, ottenuto in generale:

@ éu@) (@) da
Iy #2(z)w(z)da

PN . . ao . . .
Qui si e preferito scrivere > al posto di ¢y, per consentire una maggiore

simmetria nelle formule.

Ora

N
sy(z) = % + Z(an cos nx + bpsennz) =

n=1
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N
1 (" 1

= = _Wf(t){i+nz::1(cosnx-cosnt+sennw~sennt)}dt—
1 (" 1 -

= - 7ﬂf(t){§+;cosn(x—t)}dt

Si osservi che

1 - U NS R 1 1
{5 + n;cosny} . sen(§y) = §sen(§y) + 3 nz::l[sen (n+ §)y —sen (n — i)y] =
1 1 1 1 1
= i{sen(iy) —|—sen(gy) - sen(iy) +...+sen (N + §)y —sen (N — §)y} =
1 1
= §sen(N+ §)y
Dunque
N 1
1 1sen (N + 3)y
=+ cosny = -———="— (3.12)
2 ; 2 sen(zy)
e quindi
1 [ sen (N + 5)(t — x)
= — dt
sn (@) 2r J_ . 1® sen (15%)

Se poniamo t = x + 7, allora 7 € [-7 — z, ™ — z] e si trova

s =5 [ prn g

L - sen (3)

Prolungando per periodicita f(x) fuori da [—m, 7], avendo definito f(x +

2mn) = f(z), per n = 0,£1,£2,..., allora anche sy(z) & periodica di

periodo 27 e lintegrale esteso a [—m — z, m — x| & uguale all’integrale esteso
a [—m,w]. Cioe

1 [7 sen (N + 1)1

sw(2) = o f(ff-FT)W

—T

dr . (3.13)

3.4 Convergenza puntuale

Integrando I'equazione (3.12) su [—m, 7], si trova

1/7r sen (N + 3)7

2 sen (%)

dr

—T
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Tenendo conto di quest’uguaglianza e della (3.13) si ottiene

1 (7 sen (N + 3)T
_ - = i S VA
SN(x) f(iE) o7 7ﬂ—f(x+7_) en(%) T
1 (7 sen(N+ 3
_ f(:c)~—/ M(ﬁ:
2r J_.  sen(%)
1 [7 sen (N + 3)T
= — — ———="d7.(3.14
5w | L) — 1@ e 314)
1
Le funzioni sen (N + 5)7’, N =0,1,2,... sono ortogonali e soddisfano le
condizioni del Lemma di Riemann — Lebesgue. Allora, se
[0 10
o sen (%)
ossia se, equivalentemente,
/ ’M‘dT <400 (3.15)
- T
si trova che, per ogni x € R, vale
lim sy(z) = f(x) . (3.16)

N—o0

Dunque c’¢ convergenza puntuale della serie di Fourier a f(x) se la fun-
zione periodica di periodo 27 soddisfa la condizione (3.15) detta Criterio
di Dini. Osserviamo che, affinché valga la (3.15), non & sufficiente che
f(z) sia continua nel punto z. Infatti una serie di Fourier pud divergere
in punti nei quali f(x) & continua se la condizione di Dini & violata. Se
f(x) & assolutamente integrabile e derivabile in un punto x, allora la se-
rie di Fourier converge a f(z). Piu in generale, se in un intorno di z la
funzione ¢ hélderiana, cio¢ se esistono M > 0 e a > 0 (e o < 1) tali che
|f(z) = f(y)] < M|x —y|*, allora la serie di Fourier & convergente.

Si puo dimostrare che se f non e continua in z, ma ha limiti finiti da destra
e da sinistra, che indicheremo rispettivamente con f(z+) e f(z—), e vale la
condizione di Dini generalizzata

JifCas e R oL, B 5 IR
allora
lim_sy(x) = 5 f(e+) + f(z-) (3.13)
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3.5 Convergenza uniforme

Da quanto abbiamo appena detto segue che, affinché sy (z) converga uni-
formemente a f(x) la funzione deve essere continua e inoltre deve wvalere
f(=m) = f(m). Queste condizioni non sono tuttavia sufficienti.

Supponiamo che f(z) sia continua, periodica di periodo 27 e che f'(x)

sia continua tranne che in un numero finito di punti dove puo non essere
™

definita. Supponiamo inoltre che sia finito / (f'(x))?dx e che valga la

-7

formula f(z) — f(—m) = ' f(t)dt. Sia

flx) ~ % +ajcosr +bisenx + ...+ a,cosnx + bysennx + ... ;

calcoliamo i coefficienti di F. di f/(z).

o, = 1 7Tf’(gc) cosnmdmz%{f(m)cosmc[ﬂ—l—n 7Tf(ac)semn:zcclag}:

T J—n

= %cosmr{f(ﬂ')—f(—w)}%—% Wf(x)senmzdxznbn.

Analogamente (3, = —na,. Dunque
o]
f(z) ~ Z(nbn COSNT — NapSenne) .
n=1

La disuguaglianza di Bessel da

T

Sota )< [ (F@rds (3.19)
n=1

—T

M
Ora sy(z) — spy(z) = Z (an cosnz + bpsennz) e sy (x) — sy ()| <
n=N+1
M o Mo
( Z n*(a2 +b2)) 2. ( Z F)l/Q, per la disuguaglianza di Cauchy -
n=N+1 n=N+1
Buniakovski-Schwarz. Dunque

lsn(z) — sm(z)| < lfj f2(z)dx -

™
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Poiché la serie E — converge, possiamo concludere che, per il criterio
n

generale di convergenza di Cauchy, la successione sy (x) converge uniforme-
mente alla sua somma. Si trova poi che la somma & proprio f(z). Infatti si
ha

) — fa)] = |/z2 Fdt] < \// F2(0)] dt - \// Ldt

b
<los—m|}- / F2@) dt < K - |22 — 21]b.
a

Dunque f(z) & holderiana con esponente o = % e quindi la serie di Fourier,
per ogni x, converge a f(x).

In particolare, ¢’¢ convergenza uniforme a f(z) se f'(x) & holderiana o se
nel numero finito di punti nei quali non & continua ha limiti finiti da destra
e da sinistra.

Si dimostra poi che la serie di Fourier di una funzione a quadrato sommabile
converge in media quadratica. Cioe che

™

lim |f(x)—sN(;v)|2dx:0 ,

N—oo J_

se fA(z)dx < 0.

Cio significa che il sistema ortogonale {1, cosx,senz, ..., cosnx,sennz, ...}
& completo.

3.6 Cambiamento di scala

Finora abbiamo supposto f(x) definita su [—7, 7]. Supponiamo ora che sia
definita su un generico intervallo [a, b]. La sostituzione di variabile

2wz — =)
T=—="
b—a
porta [a,b] in [—m, 7]. Si trova poi
b— 1
x = a E(a +0b)

Kl
+ +

Data f(z) su [a,b], F(Z) = f(°5*%
serie di Fourier di F'(Z) sia

1(a+1b)) & definita su [, 7]. La

ag
35 4+ ajcosx + bysenx + ...+ a, cosnx + bysennx + ...,
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con
1 /™ o
an = —/ F(z)cosnzdx
™ —T
1 (" _ o
b, = —/ F(Z)sennZ dz .
T J—x
Allora
2 [ 2 b
a, = bia/af(gc)cosbﬁl(x—a; )dx
2 b 2nm a+b
b, = b—a/af(x)senb—a(x_ 5 Ydx

(3.21)

(3.22)

In particolare, se f(z) & definita tra 0 e [ e la prolunghiamo per parita

(disparita) tra —l e [,
9 [l
an = —/f(x)cosﬂ(ac)dx
A l
2 l
(b, = 7/f(x)sen¥(x)dx).
0

3.7 Qualche esempio

Sia f(z) = x su [—m,n]. Allora a, =0 per ogni n e

1 [7 —nH"
bn:—/ xsenn:z:dx:—2( )

T ) . n

Percio

n

(3.23)

(3.24)

= (=) 2 2
xw—QZ senm:z?senx—sen?x—i—§sen3x—zsen4x—|—...
n=1

In questo caso I'uguaglianza di Parseval fornisce
1 1 (" 2
4 - = 2 de =2 2
=1 atde=ix

Dunque i 1 m
2 —_ T .
—mn 6



3.7. QUALCHE ESEMPIO 157

Se f(r) = 22 su [—7, 7], ap = % e a, = (—1)"-%, per n > 1, mentre

b, = 0 per ogni n. Allora

, m N w2 4
T N? 4; 2 cosnx:?—4c0sx+cos2x—§c033x—|—...

2 1 1

InszlaserieconvergeesitrovaOz%—4~(1—2—2+3—2+...). Cioe

i (71)77,71 B 7'('2
n2 12

n=1
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