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Lezione 12: Equazioni differenziali ordinarie lineari a coefficienti costanti.

Esercizio 1.
Si considerino I'operatore differenziale

L= D*(D —2)*(D*+5—2D)?
e associata equazione differenziale lineare
L(y) = 0.
Si trovi la soluzione generale di tale equazione.

Svolgimento
L’equazione ¢ omogenea. L’equazione caratteristica dell’equazione e

N (A =22\ +5—2)0)2
Le radici sono: A = 0, di molteplicita 5; A = 2 di molteplicita 2 e le radici complesse coniugate A = 1£2i
ciascuna di molteplicita 2.

Le soluzioni sono pertanto combinazioni lineari delle seguenti funzioni: 1, ¢, t2, t3, t*, €2t te?!, e’ cos(2t),
el sin(2t), tet cos(2t), tet sin(2t).

Esercizio 2. Si risolva ’equazione differenziale

Svolgimento.

E un’equazione lineare completa di secondo grado. L’equazione omogenea associata ¢y’ +y = 0 e le sue
soluzioni si trovano facilmente considerando I’equazione caratteristica associata t? + 1 = 0, che ha soluzioni
complesse coniugate ¢t = +i. Dunque le soluzioni dell’equazione omogenea sono combinazioni lineari di seno
e coseno.

Per trovare una soluzione particolare possiamo usare il metodo della variazione delle costanti. La
soluzione particolare ¢

v 1 costsinx — coszsint
yp(x) = / K(z,t)——dt dove K(x,t)= ——— = costsinz — coszsint.
0 cost costcost + sintsint

Si ottiene

¥ costsinx — coszsint v v )
dt = sinxdt —cosz [ tantdt = xsinx + coszlog(cos z).
x

o cost o o

La soluzione sara dunque

acosz + bsinz + xsinx + cos(z)-log(cos ).

Esercizio 3.
Si risolva il seguente problema di Cauchy:



Svolgimento.
Risolvendo la seconda equazione in z si ottiene
1 'y 7
== —y;
6V T 6Y

derivando rispetto a t, e sostituendo a 2’ e ' le espressioni date dal sistema, si ottiene

1 7
O
T=eY e
1, 7, 1, 7
Sy Y e 3
69 +6y 6y+6y Y;

che si semplifica
vy + 3y — 10y = 0.

L’equazione caratteristica associata all’equazione e

M 43X -10=(A—-2)(A+5)=0.

La soluzione generale dell’equazione & pertanto
y(t) = c1e® + cpe™t.

Sostituendo ’espressione di y nell’ equazione x = %y’ + %y; si ottiene

1 7
z(t) = 6(26162t — Bege ™) + é(clezt + coe™?);

da cui

3 1
x(t) = 5016% + 5026_‘%.

Imponendo la condizione iniziale si trova infine

1
§cl+502:2 e c1+ce=—1;

da cui
x(t) = 32t — e
y(t) = 2e2t — 3e5L.

Esercizio 4.
Si risolva il seguente problema di Cauchy:

_ 1 .
V' ty=2=;
y(m) =0;
y'(m) =0.

Svolgimento.

le soluzioni dell’equazione omogenea associata sono yi(x) = cosz e ya(z) = sinwz.

sistema fondamentale ¢
cosr sinw

—sinx cosz

W =

)

I1 Wronskiano del



dunque la soluzione particolare si puo ottenere nel modo seguente:

¥ 1 costsinx — coszsint
yp(x) = / K(z,t)—=dt dove K(z,t)= ——— =costsinz — coszsint.
0 27t costcost +sintsint

Si ottiene . - T .
sin @ cost Ccos & sint

rd i Vi

Gli integrali al secondo membro non sono calcolabili direttamente. Ne parleremo nella lezione sugli
integrali generalizzati (lezione 17). Poniamo

dt.

1 ¥ sint
Fsin(z) = — —dt

=7 ) Vi

¢ 1 ¥ t
Fcos(z) O gt

" Var o Vi

La soluzione della nostra equazione si puo allora scrivere

y(x) = ¢y cosz + o sinx — Fsin(x) cos z 4+ Feos(x) sin x;
e la sua derivata ¢
/

y = —c1sinz + ¢ cosx + Fsin(x) sinz + Feos(x) cos .

Imponendo le condizioni iniziali y(7) = 0 e y'(7w) = 0, si ottiene ¢; = Fsin(rw) e ¢co = —Fcos(7).
Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e

y(z) = (Fsin(n)Fsin(z)) cosz — (Fcos(w) — Feos(z)) sin .

Si puo verificare che una forma alternativa per la nostra soluzione ¢ la seguente:

o)== [

Esercizio 5. Si risolva ’equazione

sin(t — x

)
i dt.

22y — by 4+ 9y = 0;

3 & una soluzione.

osservando che la funzione y(z) = x
Svolgimento.
L’equazione proposta ¢ lineare del secondo ordine e si puo riscrivere nella forma

5 9
y//__y/+_2y:0
X X

per x > 0.
Questo & un esempio di equazione di Fulero-Cauchy e, grazie alla conoscenza di una soluzione, ¢ possibile
ricondurla ad un‘equazione del primo ordine.
Si verifica facilmente che la funzione y;(z) = 2° ¢ effettivamente una soluzione dell’equazione.
Chiamiamo ys(z) la seconda soluzione, da noi cercata, linearmente indipendente rispetto alla yq(x).
y2(z)
y1(x)

Sostituiamo ys(z) nell’equazione proposta, si ottiene

Poniamo poi v(z) =

cosicché si ha yo(z) = v(x)y1 (z).

3



5 9
(vyy +v'y1) + o =0;

x

(vyy + 2v"yy 4+ v"y1)

che, essendo y{ — 2y} + Ly =0, si riduce a

5
yv" + (291 = —y1)v' = 0;
cioe, scrivendo 23 al posto di y; e ponendo u = v/,
w3 + 2% = 0.

L’ultima equazione scritta ¢ lineare del primo ordine, e quindi si risolve agevolmente; una soluzione
di tale equazione ¢ u(zx) = %, e quindi v(z) = logz e la soluzione cercata ys(z), indipendente dalla y;, &
yo(z) = 23 log .

La soluzione generale della nostra equazione sara pertanto

y(x) = c12® + o2 log .

Il metodo descritto nel presente esercizio si puo applicare in situazioni molto piti generali. La conoscenza
di una soluzione dell’equazione permette di ridurre ’equazione ad una nuova equazione di ordine un’unita
inferiore all’ordine dell’equazione di partenza.



