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Esercizi: foglio 14

Esercizio 1 Sia (z,,), una successione che verifica la seguente proprieta: esiste « € RU{—o00, +o0} tale

che, se (zy, )k € una sottosuccessione di (z,), che ammette limite lim z,, = 3, allora 8 = a. Si dimostri
k—+oo

che (z,,), ammette limite per n — 400 e si ha lim =z, = a.
n—-+oo

Esercizio 2
a) Sia F' C E C IR. Si provi che ogni punto z( di accumulazione per F' ¢ anche di accumulazione per E.
b) Si provi che un punto « & di accumulazione per un insieme E se e solo se esiste una successione (),
conz, € E\{a}le lim z,=a.
n——+oo

Esercizio 3 Si stabilisca se le seguenti funzioni sono discoste da zero:
a) f:RT - R, f(z) =z b) f:]0,1[ = IR, f(z) = [sen(L)].
¢) f:IR—= R, f(z) = arctge + %. d) f:Q" = R, f(2) =m dove 2 €@, m e n primi tra loro.

Esercizio 4 Sia f :Q — R, f(%*) = m dove ™* €@, m e n primi tra loro. Si provi che non esiste alcun
intorno U di 0 sul quale la funzione f sia limitata (cio¢ f non & localmente limitata in 0).

Esercizio 5 Sia A l'insieme indicato. Si dica quali sono i punti di accumulazione di A e qual ¢ la
chiusura A di A.

D A=Q\Z  b)A=U{L 2[[neNt).

) A={(-1)" - L:|jne Nt} d) A=U{-L, 2| ne N+,

1
n n+l’'n

Esercizio 6

a) Si provi che un unione finita di insiemi compatti ¢ un insieme compatto.

b) Si provi che un insieme E ¢ compatto se e solo se ogni successione (z,,), di punti di F ammette una
sottosuccessione convergente ad un punto di F.

Soluzioni 1. Sia falso che lirf T, = a. Esiste allora un intorno U di « tale che, per ogni k € IN, esiste
n—-+0oo

X, & U. Per il teorema di Bolzano-Weierstrass nel caso in cui (x,, ) sia limitata e per il risultato simile
che riguarda le successioni illimitate nel caso opposto la successione (z,, )i deve avere una sottosuccessione
con limite 5. Per ipotesi 8 = «, ma chiaramente nessuna sottosuccessione di (z,, )r puo avere limite a.

2. a) Sia ¢ di accumulazione per F. Sia U un intorno di z, allora UN(F\{zo}) # 0. Ma UN(F\{z0}) C
UN(E\{zo}). b) Sia o di accumulazione e si prenda, per ogni n, z, € B(a, 2) N (E \ {a}). Chiaramente
(n)n converge ad «. Viceversa sia « il limite di una successione di punti z,, € E \ {a}. Allora, per ogni
intorno U di « definitivamente x,, € U.

3. a) No. b) No. ¢) Si. d) Si.

4. Fissato un intorno U =] — %, %[ di 0 e un qualsiasi numero reale M, si prenda un numero primo
p> M. Allorapk’ﬁeUef(ﬁ):p>M.

5. a) [0,400], [0, +o0[. b) [0,2], [0,2]. ¢) {—1,1}, AU{-1,1}. d) [0,1], [0, 1].

6 a) Un’unione finita di insiemi chiusi ¢ un insieme chiuso. Infatti, sia @ un punto di accumulazione di
K=K UKyU---UK,, dove gli insiemi K; sono chiusi. Proviamo che esiste j tale che « ¢ di accumulazione
per K. In caso contrario, per ogni ¢ = 1,...,n esiste un intorno U; di « tale che U; N (K; \ {a}) = 0. Ma
allora U = Uy NUzN...NU, ¢ un intorno di « e UN (K \ {a}) = 0, contro I'ipotesi che « ¢ di accumulazione
per K. Essendo Kj chiuso si ha a € K; C K Un’unione finita di insiemi limitati ¢ un insieme limitato.
Infatti, per ogni i = 1,...,n, sia M; tale che |z| < M; per ogni « € K;. Detto M = max{My, Ms,..., M,},
si ha |z] < M per ogni ¢ € K3 UKy U---UK,. b) Sia E compatto. Sia (z,), una successione con
valori in E, poiché E & limitato, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, la successione (), ammette una
sottosuccessione (z,, ) convergente ad un numero reale a.. Poiché F & chiuso o € E. Viceversa, supponiamo
E non limitato. Allora possiamo trovare una successione in E divergente. Supponiamo F non chiuso, allora
esiste un punto « di accumulazione per E che non appartiente ad E. Si consideri una successione di punti
di E convergente ad a. Allora ogni sottosuccessione tende ad un punto («) che non appartiene ad E.



