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ESERCIZIO N. 1. Al variare del parametro y0 ∈ IR si consideri il problema di Cauchy

(CP )

{
y′ = (y2 − 1)x
y(0) = y0.

(i) Si calcoli la soluzione del problema (CP ) se y0 = −1.

(ii) Si calcoli la soluzione del problema (CP ) se y0 = 0.

(iii) Si verifichi che per ogni y0, tale che |y0| ≤ 1, la soluzione y del corrispondente problema (CP ) soddisfa
|y(x)| ≤ 1 per ogni x ∈ IR.
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ESERCIZIO N. 2.

Si consideri la successione (fn)n di funzioni fn : [0,+∞[→ IR cos̀ı definite

fn(x) =

{
1 se n2 ≤ x

1
n2−x se n2 > x.

(i) Si stabilisca se vale la formula di inversione dell’ordine dei limiti

lim
x→+∞

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
= lim

n→+∞

(
lim

x→+∞
fn(x)

)
.

(ii) Si stabilisca se la serie

+∞∑
n=1

fn(x) converge puntualmente su [0,+∞[.

(iii) Si stabilisca se la serie

+∞∑
n=1

fn(x) converge uniformemente su [0,+∞[.

(iv) Sia a > 1; si calcoli

∫ +∞

a

1

t2 − 1
dt.

(v) Usando il risultato in (iv) si verifichi che 1 + 1
3 + 1

2 log 2 <

+∞∑
n=1

fn(1) < 1 + 1
3 + 1

2 log 3.
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ESERCIZIO N. 3. Al variare di z ∈ ]0, 1[ si consideri il disco di raggio
√

1− z2

Ez = {(x, y)T ∈ IR2 : x2 + y2 ≤ 1− z2}.
Sia f : ]0, 1[→ IR la funzione

f(z) =

∫∫
Ez

ex
2+y2+z2√

x2 + y2 + z2
dxdy.

(i) Si descriva l’insieme E = {(x, y, z)T ∈ IR3 : z ∈ ]0, 1[, (x, y)T ∈ Ez}.

(ii) Si calcoli l’integrale

∫ 1

0

f(z) dz.
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ESERCIZIO N. 4. Si consideri l’equazione

(E) ex−y + x2 − y2 + x = 0.

(i) Si provi che l’equazione (E) rappresenta localmente in ogni punto una curva parametrizzabile regolare.

(ii) Si verifichi che esistono un intorno I di x = −1, un intorno J di y = −1, e una funzione ϕ : I → J il cui
grafico coincide con l’intersezione di I × J con la curva rappresentata implicitamente dall’equazione (E).

(iii) Si stabilisca, giustificando la risposta, se x = −1 è un punto di minimo o massimo locale per la funzione
ϕ introdotta in (ii).


