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ESERCIZIO N. 1. Si consideri la successione di funzioni (fn)n, con

n ≥ 1, fn : IR→ IR, fn(x) =
x
√
n

n
√
n+ x2

.

(i) Si determini l’insieme sui cui (fn)n è puntualmente convergente e se ne calcoli il limite puntuale.

(ii) Si provi che (fn)n converge uniformemente a f su tutto l’insieme di convergenza puntuale.

(iii) Si verifichi che la serie

+∞∑
n=1

(−1)nfn è puntualmente convergente su [−1, 1].

(iv) Si verifichi che la serie

+∞∑
n=1

(−1)nfn è uniformemente convergente su [−1, 1].
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione

f(x, y) = 2(x2 + y2)− (x4 + y4).

Si determinino

• il gradiente di f :

• la matrice Hessiana di f :

• eventuali punti critici di f :

• la natura dei punti critici di f :

• il polinomio di Taylor di ordine 2 della funzione f nel punto ( 1
2 ,−

1
2 )T :

• (giustificando la risposta) inf f :

• (giustificando la risposta) sup f :
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri l’equazione differenziale

(E) y′ = 2xy + 4x.

(i) Si determini la soluzione y di (E) che soddisfa la condizione iniziale y(0) = 0.

(ii) Si calcoli lim
x→+∞

y(x), dove y è la soluzione del punto (i).

(iii) Si determinino le soluzioni costanti (equilibri) di (E).

(iv) Si determinino tutti i valori di α ∈ IR tali che la soluzione y di (E) che soddisfa la condizione iniziale
y(0) = α sia positiva (cioè y(x) > 0 per ogni x appartenente al dominio di y).
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ESERCIZIO N. 4.

(i) Si consideri il campo vettoriale

g(x, y) =
(
x2 + y2, 2xy

)T
.

• Si stabilisca, motivando la risposta, se g è conservativo. In caso di risposta affermativa si calcoli un suo
potenziale.

• Si calcoli la divergenza di g.

(ii) Si consideri la curva

γ : [−
√
π,
√
π]→ IR2, γ(t) =

(
|t|, sen (t|t|)

)T
.

• Si verifichi che γ è una curva semplice, chiusa, regolare a tratti.

• La regione E limitata del piano il cui bordo ∂E è il sostegno della curva γ si può descrivere come dominio
normale rispetto all’asse x del tipo

E = {(x, y)T ∈ IR2 : x ∈ [0,
√
π],−ϕ(x) ≤ y ≤ ϕ(x)},

dove ϕ : [0,
√
π]→ IR è un’opportuna funzione continua. Si determini tale funzione ϕ.

(iii) Si calcolino la circuitazione

∮
γ

〈g, τ〉 ds e il flusso

∫
γ

〈g, n〉 ds,

dove g è il campo considerato in (i) e γ è la curva considerata in (ii) (qui τ denota il versore tangente e n
denota il versore normale di γ).


