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ESERCIZIO N. 1.

senh (2z) - log (cos(e™™))
arctg x '
Si calcolino i limiti ig% f(z) e IBIEOO fax).

Si consideri la funzione f(z) =

RISULTATO
31:13% f(z) = 2log (cos(1))

. 1
Jm f() = —oo
SVOLGIMENTO

senh (2) x

ili%f(x) = ilg%) o Zarctg - log (cos(e™")) = 2log (cos(1))
2 . senh(2z) log (1 + (cos(e™) - 1)) (cos(e™™)—1) 1
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ESERCIZIO N. 2. Al variare di n € IN si consideri la funzione F,, : ]0, +oco[ definita da

F.(z)= /OJ (logt)n dt.

(2) Si verifichi che la funzione F;, & ben definita (cio¢ la funzione (logt)™ & integrabile in senso generalizzato
su )0, x] per ogni x > 0).

Per ogni n > 1 la funzione (logt¢)” ¢ infinita di ordine sottoreale in 0, pertanto & integrabile in senso
generalizzato per il criterio dell’ordine di infinito.

(i) Si provi (integrando per parti) che per ogni n € IN* e per ogni x > 0 vale la formula induttiva

Fui(2) = 2(logz)"" — (n+ 1)Fy(2)

Si ha, integrando per parti,

x

Foa(e) = tim [ 1+ (logt)"™ dt = tim_([t(1080)"""]

a—0t J, a—0+t

€T

- /zt(n+ 1)(logt)n%dt) =

a

= z(log ar:)n+1 — (n+1)F,(2).

(#it) Si caleoli, usando la formula verificata in (i),

/‘ (10gt)4dt =
1

Si ha, per ogni n, F,11(e) = e(log e)nle —(n+1)F,(e) =e— (n+ 1)F,(e), quindi Fi(e) = 0, Fz(e) = e,
Fs(e) = —2e, Fy(e) = 9e.
Si ha, per ogni n, F,y1(1) = —(n+ 1)F, (1), quindi F;(1) = =1, F5(1) =2, F3(1) = —6, F4(1) = 24.

Dunque / (10gt)4 dt = Fy(e) — Fy(1) = 9e — 24.
1

(iv) Per ogni n € IN si calcoli

1
/ (logt)ndt =
0

Proviamo per induzione che Fj,(1) = (—1)"n!. Infatti
FFl)=-1eF,1(1)=—-n+1)F,(1) = —=(n+ 1)(=1)"n! = (=1)"*(n + 1)!. Dunque

/1 (logt)n dt = F,,(1) = (=1)"nl.
0
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri la funzione

flx)=(zx+1)loglx+1| — =

(7) Si determinino il dominio di f e si calcolino i limiti

chiaramente inf f = —00 e sup f = +o0.

Y=z

lim_f(z) = i () = i f(@) =
domf =R\ {-1}.
Jim  f(z) = —oo; Jm  f(z) = +oo im f(r) =1
(i) Si calcoli la derivata di f e si studino i segni della funzione f.
f & derivabile sul dominio e si ha f’(z) = log |z + 1|. Si noti che wlinjl f(z) = —c0.

Siha f'(x) <0sexe]—2,-1[U]—1,0[, f'(xr) >0sex < —-20z>0. f'(-2)= f'(0)=0.

(#it) Si determinino gli intervalli di crescenza, decrescenza e gli estremi relativi di f.

La funzione & crescente in | — 00,2] e in [0,4o00[. La funzione & decrescente in | — 2, —1[U] —1,0]. Si ha

(iv) Si scriva equazione di eventuali rette tangenti il grafico della funzione f parallele alla retta di equazione

Si deve imporre f’(z) = 1, pertanto vi sono due punti: z =e —1 e z = —e — 1. Le equazioni sono

y=xr+2—e e y=x+2+e
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ESERCIZIO N. 4. Si consideri la funzione f : IR — IR definita da

r t
o= |y

(i) Si caleoli f(1) = [ ¢rybeye dt:

Con il cambio di variabile z = 1 + t? si vede subito che una primitiva della funzione W ¢ la funzione

_%H-Lt? Si ha quindi f(z) = —%ﬁ e, in particolare, f(1) = —i.

(it) Si stabilisca, giustificando la risposta, se f & limitata su IR. In caso affermativo si calcolino inf f e sup f,
precisando se sono anche minimo e/o massimo.

Si osserva che la funzione integranda e di ordine 3 a 400, quindi ¢ integrabile in senso generalizzato su

IR. Inoltre ¢ una funzione dispari e quindi fj;o ﬁ dt = 0. Si ha evidentemente min f = f(0) = f% e

sup f = 0. Si osservi che f & sempre negativa.

(#it) Si calcoli

Si ha




