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ESERCIZIO N. 1. Si determinino gli asintoti obliqui a —co e a +oo della funzione f(z) = V22 + 4z — 1.

RISULTATO
y=z+2ecy=-—x—2

SVOLGIMENTO
Si ha

mg@w(f(x)+x): lim ( 1+i_°"12_1>3;|<4_1>:_2

e quindi l'asintoto ¢ y = —z — 2.

11 calcolo per lasintoto a 400 € simile (e piu facile). L’equazaione ¢ y = = + 2.
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione polinomiale

f(z) = 0 + 16(364 +223 — 2?2 — 2 + 1) =25+ ((21‘-1- 1)2 - 5)2-

(i) Si calcolino tutte le derivate di ogni ordine n € IN di f.

f'(z) = 62 + 16(42® + 622 — 22 — 2); f"(x) = 30z* + 32(62% + 62 — 1);
f(x) — 12023 + 32(12x + 6); f*(z) = 36022 + 384; f¥(x) = 720z;
fU(x) = 720; £ (z) =0 per ogni n > 7.

(#i) Si ponga g = f”. Si provi che g & convessa su IR e possiede esattamente due zeri reali 7 < 0 < 3. Si
studino i segni di g negli intervalli | — oo, 1], |21, z2[, Jz2, +00].

g"(x) = 24(152% + 16) > 0 per ogni z, percid g tonvessa su IR e come tale non pud avere pitt di due zeri.
Per il teorema di esistenza degli zeri di Bolzano, essendo g(0) = —32 < 0e lim g(z) = +oo devono esistere
T—Foo

21 < 0 < z3 con g(x1) = g(xe) = 0. Si osserva che necessariamente g(z) > 0 se z < 1 0 £ > X2, mentre
g(x) =0 in Jz1, 22|, In particolare, poiché g = f”, si ha che f & convessa su | — 0o, z1] e su [zg, +00[, mentre
f & concava su [z1,23]. Inoltre, 21 & punto di flesso discendente mentre xo ¢ punto di flesso ascendente per

f

(#it) Si ponga h = f’. Si studino gli intervalli di monotonia della funzione h e si provi che h ha esattamente
tre zeri reali 21 < —1 < 29 <0 < z3.

Si osserva che b’ = f”/ = g e quindi gli intervalli di monotonia della h sono stati studiati nel punto precedente,
in particolare si ha h crescente in | — 0o, z1] € [z2, 400, mentre h & decrescente in [z1, 23]. Il punto z; & di
massimo relativo, il punto zo € di minimo relativo. Per ['osservazione fatta la funzione h non puo avere piu
di tre zeri. D’altra parte, applicando nuovamente il teorema di Bolzano si verifica facilmente ’esistenza dei
tre punti, infatti mEerh(x) =—00<0, h(-1) =26 >0, h(0) =—-32<0, wginoo h(z) = 400 > 0. Si ottiene

inoltre che h(z) > 0 se z €]z1, 22[U]z3, 400 mentre h(z) < 0 se x €] — 00, z1[U]z2, z3].

(iv) Si provi che la funzione f ammette esattamente due punti di flesso, esattamente due punti di minimo
relativo e un punto di massimo relativo.

La prima parte & gia stata studiata nel punto (ii). Nel punto (iii) abbiano studiato i segni della funzione
h = f’, pertanto si ottengono immediatamente gli intervalli di monotonia della f e si deduce che i punti z;
e z3 sono di minimo relativo mentre il punto z5 ¢ di massimo relativo.
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri la funzione
— 3 34
Fa) = { x \/:;2 _f senz 20
0 se x = 0.
() Si verifichi che f & continua in 0.
Si ha, usando noti limiti notevoli,
. L (1 — 3asen 9:)% —1 —3zsenz 22 B
alclg%)f(x) B ;lli% 717( —3zsen B T 1) =0
(i) Si calcoli f/(0)
Si ha, usando noti limiti notevoli,
, - f(0) . (1 —3asenz)s —1 —3zsenz a2 1 1 1
"(0) = 1 le _< . . >:_1.,._3 = .
F(0) 230 x 250 —3zsenx x2 22% 1 (=1) 3 (=3) log2 log2
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t+2
ESERCIZIO N. 4. Si ponga g(t) = 132—1-—1-7-&-3 e si consideri la funzione f :] — 1, +00o[— IR definita da
2z
f@ = [ s
(i) Si calcoli una primitiva di g su | — %, +ool.
Si ha, usando ad esempio il metodo di Hermite,
t+2 1 ( 1 n 1 )
24+4t+3  2\t+1  t+3/

Pertanto una primitiva ¢ G(t) = log (1/(t + 1)(t + 3)).

(49) Si calcoli f'(x).

, 4 +4 T +2 422 + 92 +6
f (l’) = 2 ) = ) 3 .
422 +8x+3 2?2 +4x+3 (4o +8x+3)(2? + 4z +3)
(#44) Si calcolino ILHP% flx)= e TEI_POOf(x) =
lim lo ( M) — —00:
oy BW e a3/ T
[4x? + 8x + 3
lim 1 — ) = log(2).
1—1>I-&I-1<>o Og( I2+41‘+3) 08(2)
(iv) Si determini il numero degli zeri di f in | — 3, +ool.
La funzione vale 0 in & = 0. Poiché la derivata f’(x) & positiva in | — %, +0o0[, la funzione f & crescente e

quindi ha un unico zero.




