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Verifica delle competenze preliminari.

(i) Si scriva la definizione esplicita di lim
x→e

f(x) = −∞.

Per ogni M ∈ IR esiste δ > 0 tale che, per ogni x ∈ domf , se 0 < |x− e| < δ, allora f(x) < M .

(ii) Si calcoli il limite lim
x→+∞

x4 + 2x− 3

1− 5x2
log(1 + e−x)

x4 + 2x− 3

1− 5x2
log(1 + e−x) =

x4 + 2x− 3

1− 5x2
e−x

log(1 + e−x)

e−x
→ 0

(iii) Si calcoli la derivata della funzione f(x) =

∫ 2

x

sen(t2) dt+ 2
1
x .

−sen(x2)− 1

x2
2

1
x log 2

(iv) Si calcoli l’integrale

∫ 1

0

x e2x dx

=
1

4
(e2 + 1)
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione f : IR→ IR definita da

f(x) =

{
e

1
x2−1 se |x| < 1;

(x2 − 1)2 se |x| ≥ 1.

(i) Si determinino eventuali simmetrie della funzione f . Si determinino i segni e si calcolino i limiti
lim

x→±∞
f(x).

f pari, f(x) ≥ 0 per ogni x ∈ IR, f(−1) = f(1) = 0. lim
x→±∞

f(x) = +∞.

(ii) Si calcoli, dove possibile, f ′(x) e si stabilisca se f ∈ C1(IR).

f ′(x) =

{
e

1
x2−1

(
− 2x

(x2−1)2

)
se |x| < 1;

2(x2 − 1) 2x se |x| > 1.

Si osservi che la funzione è derivabile anche nei punti ±1 con derivata nulla. La funzione è di classe C1 su
tutto IR.

(iii) Si studi il segno di f ′, si determinino gli intervalli di monotonia e i punti di massimo e minimo relativo
di f .

f ′(x) = 0 se x ∈ {−1, 0, 1}. f ′(x) > 0 su ]− 1, 0[∪ ]1,+∞[. f è decrescente su ]−∞,−1] e su [0, 1]; crescente
su [−1, 0] e su [1,+∞[. 0 = min f (punti di minimo −1, 1). 0 punto di massimo con f(0) = e−1.

(iv) Si stabilisca se esiste e, in caso affermativo, si determini, un parametro α ∈ IR, tale che il numero delle
soluzioni dell’equazione f(x) = α è esattamente 3.

Disegnando il grafico della funzione si trova subito α = e−1.
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ESERCIZIO N. 3. È nota una funzione f ∈ C2(IR) che verifica f(0) = 1, f(1) = 2, f ′(1) = 4 e∫ 1

0

f(x) ex dx = 3.

(i) Si calcoli l’integrale ∫ 1

0

f ′(x)
(
ex − 1

)
dx

∫ 1

0

f ′(x)
(
ex − 1

)
dx =

[
f(x)

(
ex − 1

)]1
0
−
∫ 1

0

f(x) ex dx = 2e− 5

(ii) Si calcoli l’integrale ∫ 1

0

f ′′(x)
(
ex − 1

)
dx

∫ 1

0

f ′′(x)
(
ex − 1

)
dx =

[
f ′(x)

(
ex − 1

)]1
0
−
∫ 1

0

f ′(x) ex dx = 2e.

(iii) Si calcoli l’integrale ∫ π
4

0

f
(
tg(x)

)
exp

(
tg(x)

) (
1 + tg2(x)

)
dx

Immediato con il cambio di variabile y = tg(x):∫ π
4

0

f
(
tg(x)

)
exp

(
tg(x)

)
(1 + tg2(x)) dx =

∫ 1

0

f(y) ey dy = 3.
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ESERCIZIO N. 4. Si consideri la funzione f : IR→ IR definita da

f(x) =


∫ x2

0

sen(t2) dt se x < 0;

sen(x2) se x ≥ 0.

(i) Si calcolino f ′(x) e f ′′(x):

f ′(x) =

{
sen(x4) 2x se x < 0;
cos(x2) 2x se x > 0.

f ′′(x) =

{
cos(x4) 8x4 + 2 sen(x4) se x < 0;
−sen(x2) 4x2 + 2 cos(x2) se x > 0.

Si noti che f è derivabile in zero e f ′(0) = 0.

Invece f non è due volte derivabile in 0 essendo f ′′−(0) = 0, f ′′+(0) = 2.

(ii) Si stabilisca se f ∈ Cn(IR) per n = 0, 1, 2.

f ∈ C1(IR) \ C2(IR).

(iii) Si determinino i punti critici di f .

− 4
√
kπ,

√
π
2 + kπ, k ∈ IN.


