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ESERCIZIO N. 1. Sia

Si determinino
e il dominio di f:

11 dominio & IR, infatti la funzione integranda ¢ definita su ogni intervallo di numeri reali positivi, ed entrambi
gli estremi dell’intervallo di integrazione sono numeri positivi.

o f'(x) =
log e® log e~
BE eo 6 5 6_12(—21') =z — 23

. /') =

1 — 622
o f(2)=

—12x
o fW(z) =

—-12

e per ogni n € INT, il polinomio p,, o di Taylor-Maclaurin di f:

(@~ o)

N |

pn,O(x) =

per ogni n > 4; pao(z) = p3o(z) = 322 p1o(z) = 0.

e ordpf =

2 per il lemma di Peano.

OSSERVAZIONE: ¢ evidente che la funzione f, avendo come derivata un polinomio, & un polinomio, e si ha
infatti f(z) = 3 (22 — 2*).

Si noti che I'integrale si poteva facilmente calcolare effettuando la sostituzione y = logt, da cui si otteneva
immediatamente f(z) = 1 (2? — a?).
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione reale definita da f(z) = e log(1 +e™%).

(7) Si determinino il dominio, gli zeri e i segni di f.
Poiché I’argomento del logaritmo & sempre > 1, il dominio ¢ IR, la funzione non ha zeri ed & sempre positiva.

(49) Si calcolino i limiti di f(x) per « che tende a —oo e +00.
1

Ad esempio, scrivendo e = e usando il teorema di de I’'Hospital, si ottiene

1
li = 1 — =0
m fle) =t s =0
lm f(x) = 1 )
1m xTr) = m — =
r— 400 z—+o0 1 + e %

(#i7) Si calcoli f'(x) e si determini la funzione g tale che f/'(z) = e* - g(z).

1

() = e log(1 + ™) + e®——
f/(@) = e log(14e) + e T

—e ") =¢"g(x)

—x

con g(x) =log(l+e ) — ;5=
(7v) Si calcolino i limiti di g(x) per x che tende a —oo, +00.
lim g(z) = +oo;

(v) Si calcoli ¢'(x) e si verifichi che g & una funzione decrescente e positiva sul suo dominio.

672m

g (x) = *m <0

su tutto R. Quindi g & decrescente. Inoltre ¢ positiva essendo decrescente e infinitesima per x — +oo.

(vi) Si determinino gli intervalli di monotonia di f, inf f e sup f.

Da quanto provato in (v) si deduce che f'(x) > 0 su IR, pertanto la funzione f ¢ sempre crescente e quindi
inf f=0esupf=1.
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri la funzione descritta dall’espressione analitica

f(z) = tg(g — arcsen (ac))

() Si determini il dominio di f.

Perché sia definita la funzione arcsen (r) deve essere |z| < 1. Si osservi che si ha sempre |arcsen (x)| < §.
L’argomento della funzione tangente deve essere diverso da § + km, per qualsiasi k € Z, quindi dobbiamo
imporre = # 0. Il dominio della funzione f ¢ pertanto [—1,0[U]0, 1].

(i) Si stabilisca se f & una funzione periodica, se ¢ pari, se ¢ dispari, se & continua.

La funzione non puo essere periodica essendo definita su un insieme limitato. Poiché le funzioni arcoseno e
tangente sono dispari e la funzione tangente & periodica di periodo 7 si ha

f(—z) = tg(g +aresen (x)) = tg(—- + arcsen (x)) = —tg(g — arcsen (z)) = — f(z)

pertanto la funzione e dispari.
La funzione ¢ chiaramente continua sul suo dominio (che NON & un intervallo!).
(#it) Si caleoli f'(z):

fla) = ——— 1
= V1 — 22 cos? (% — arcsen (z))

(iv) Si stabilisca se f & monotona sul suo dominio.

La derivata di f & sempre negativa, quindi si puo dedurre che in ogni intervallo di definizione la funzione
e sempre decrescente. Tuttavia la funzione NON e monotona sul dominio; infatti si vede facilmente che
f(z)<0sex<0e f(x) >0sex>0.

(v) Si determini l'insieme immagine di f.

Poiché la funzione f & decrescente su ]0,1] e si ha lim, ,q+ f(x) = 400, f(1) = 0, si ha f(]0,1]) = [0, +o0].
Per la simmetria di f si conclude che 'immagine di f & tutto IR.

(vi) Si scriva I'espressione analitica dell'inversa della funzione f|j_; o[ restrizione di f all'intervallo | — 1,0[.

Qui si deve stare attenti alle definizioni di arcoseno (inversa della funzione seno ristretta all’intervallo [— 7, 7])
e arcotangente (inversa della funzione tangente ristretta all'intervallo | — 7, Z[). Poniamo y = f(z). Se
x €] —1,0[ si avra § +arcsen (z) €] — 7, 5[ e —5 — arctg (y) € [~F, 3|. Si ha pertanto

7r 7r 7r
y= tg(§ — arcsen (x)) = tg( — 5 — arcsen (x)) = —tg(§ + arcsen (x)),

da cui
T ™
arctg (—y) = 5 + arcsen (z) e x =sen ( —5~ arctg (y))
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ESERCIZIO N. 4. Al variare del parametro reale a € IR si consideri la funzione f : [0, 00| definita da

2t sete[0,1];
f(t):{2t+1t2 sete[l,2[;
a set > 2.

Si ponga inoltre g(x) = / f(t)dt.
0

(i) Si stabilisca, motivando la risposta, per quali parametri a la funzione g & continua (g, non f !!)

Per ogni parametro a € IR la funzione f ¢ continua a tratti e quindi ¢ localmente integrabile. Per il teorema
di continuita della funzione integrale deduciamo che g & continua per ogni a.

(#t) Si stabilisca, motivando la risposta, per quali parametri a la funzione g ¢ derivabile.

La funzione f & continua se a = 1 e presenta una discontinuita di tipo salto in ¢ = 2 per a # 1. Percio g ¢
derivabile se a = 1 per il teorema fondamentale del calcolo, mentre non & derivabile se a # 1, poiché, se lo
fosse, la sua derivata presenterebbe una discontinuita di tipo salto e questo non & possibile per una derivata.

(i) Posto a = 0 si calcoli zgl}rloo g(x).

r—+00

2 1 2 8
/ f(t)dt:/ 2tdt+/ (2t+1—¢*)dt = .
0 0 1 3

/:g(x) dr =

Si ha g(z) = 2% se z € [0,1], mentre g(z) = —32° + 2 + 2 — 2 se z € [1,2]. Quindi

/ g(x)dx:/ x2dx+/ (—79:3+x2+x—7>d:17:7.
0 0 1 3 3 6

2
Evidentemente, essendo f(t) = 0 per ogni ¢t > 2, si ha 1113 g(x) = / f(t) dt. Calcoliamo
0

(iv) Si calcoli l'integrale




