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ESERCIZIO N. 1. Si consideri la funzione f(x) = 2%.

(i) Per ogni n € INT si calcoli la derivata di ordine n di f.
f(”)(x) = 2%(log2)"
1) Si scriva ’equazione della retta tangente il grafico di f nel generico punto del grafico (zq, f(zg)).
g g g g
y=2%1og2 x4 2%°(1 —log2- xg)

(#i7) Si determini xg in modo tale che la retta tangente il grafico di f nel punto (aco, f(:ro)) passi per lorigine.

(iv) Al variare del parametro k € IR si determini il numero delle soluzioni dell’equazione 2% = kz.

Osserviamo che per k = e - log(2) la retta y = kx & tangente il grafico della funzione.

Si tiene inoltre conto del fatto che ’esponenziale ¢ crescente, convessa, tende a 0 se x tende a —oo, € positiva
e infinita di ordine soprareale a +o0o. Pertanto si deduce che per k < 0 si ha una soluzione, ottenuta per
valori negativi di z; per 0 < k < e -1og(2) non si hanno soluzioni; per k = e - log(2) una soluzione; per
k > e-log(2) 2 soluzioni.
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione f : IR — IR definita da

@) = %y(ggg — (e + 4)2.

(i) Si calcolino i limiti xl}r_noof(x) = —00 lglfoo f(x) =400

Si scriva ad esempio f come f(z) = £{/(3— 2)(3+ 2)2.

(i) Si stabilisca 'eventuale esistenza di asintoti a —oo e a +o0o per f.

n 2
=X —_
Y 3
asintoto a —oo e a +00.
1 2 4
Infatti, si ha lim M = lim =¢ B-)3+-)2=1e
- o V(5592 - ) L (@ -2 gy 1) 1,2
lim (f(z)—z) = lim 5 T3 =22="=
erdoo y=0 (=3 +39)2 1) Yy 3

(#it) Si determinino gli zeri e i segni di f.

f(@) <0sexe]—oo. —3[U -3, 2 f(z) >0sex€]Z,+oof; f(x) =0sex=—30a =23

(iv) Si calcoli f’ nei punti dove esiste ed eventualmente le derivate destra e sinistra nei punti dove la derivata
non esiste.

f’(m) _ 3$(31’ + 4) _ 3x
(¢/Be—2)Bz+4)?2)°  Y(Br—2)2(Bz+4)

F'(3) = +o0; fL(=5) = +00, fi(=3) = —oc.

(v) Si determinino i punti critici di f e i segni di f’.

z =0 & P'unico punto critico. f'(z) > 0 se z €] — co. — 3[U]0, +oo|, f'(z) <0se z € — 3,0,
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(vi) Si determinino gli intervalli di monotonia e i punti di massimo e minimo relativi di f.

f crescente su | — oo, —4] e su [0, +oo[; f decrescente su [—3,0]. —% & punto di massimo relativo con valore

0, z = 0 ¢ punto di minimo relativo con valore —%\3/1

(vii) Si determini il numero delle soluzioni dell’equazione f(z) = «, al variare di « € RR.

Una soluzione se a < —%C/Z oppure a > 0. Due soluzioni se o = —% V4 oppure a = 0. Tre soluzioni se
—2Vi<a<o.
ESERCIZIO N. 3.
Sia a € IR un parametro; si consideri la funzione f : ] — 2.4 co[ — IR definita da
+ / Tt €]—2,0]
a P EE— sexr €] — ;
L2 Ft—2 o
f(z) = 1 /9 ¢
5/1 m dt se x> 0.
(i) St caleoli Vintegral /I L
i) Si calcoli I'integrale -
S R

1 [ 2 1 2 1 1
25/1( +m)dt:glog|x+2\+§log|x—1|—glog(Q)
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(44) Si determini il parametro a in modo tale che f sia continua su | — 2, 4o0[.

1
lim f(z) =a+ 3 log(2), lirn+ f(z) = 0. Percio si deve imporre a = — 1 log(2).
z—0

z—0~

(ii7) Fissato a come in (i) si verifichi che f € C?(] — 2, +oc]).

Siha f'(z) = 75— sex<0e f'(v) = _%Til se x > 0. Si ottiene percio f/(0) =0e f € C1(] —2,+00|).
Siha f"(z) = *(x;f%z)z sex <0e f'(z) = %(ifffl)lz se z > 0. Siottiene percid f”(0) = —1 = lim,_,o f(2)
e feC?(]—2,+x).

(iv) Fissato a come in (i7) si scriva il polinomio di Taylor (Maclaurin) relativo al punto 29 = 0 di ordine 2
della funzione f.

1
Py(z) = flxg

(v) Fissato a come in (i) si calcoli max f.

Si osservi che per x > 0 la funzione & sempre negativa (I’argomento dell’integrale & positivo).

Inoltre, nell’intervallo | —2, 0] la funzione & crescente perché ha derivata positiva ———%— > 0, e si ha f(0) = 0.

r24x—2
Pertanto max f = 0.

(vi) Si stabilisca, giustificando la risposta, se esiste e se ¢ finito o infinito il limite lirf f(x).
Tr—r+00

Esiste finito per il teorema dell’aut aut e per il criterio dell’ordine di infinitesimo; infatti I’argomento
dell’integrale & positivo ed ¢ un infinitesimo di ordine 3.

In alternativa si pud anche calcolare I'integrale esplicitamente utilizzando la sostituzione z = 2. Si ottiene
2

, , 1™ 1 B
IETmf(I)—IETm‘z/O 2%y




