Dalla teoria sappiamo che se g1, ..., gs € una o-base di Grébner, allora ogni
elemento v € P® omogenco, tale che v € Siz(LM,(G)) si puo sollevare ad un
elemento w € P? tale che w € Siz(G). Qui si fornisce un esempio di questo
risultato.

Sia P = Q[x,y, 2] e definiamo su P? il term order PosLex. Consideriamo il
sotto-modulo M di P? generato da:

hy = (2*y+z, zy+z2)
h2 = (Zya .%‘2)
hs = (v% 2° - 2);

La base di Grobner del modulo M ¢ data da:

ao= 22, g = (yza?), g = (@Py+zay+az),

g1 = (0,—x y+z —2?2), g5 = (2%, 2" —xyz — z2?),

g6 = (0,2%2° — 2”2+ 2% — zy® — wy2),

gr = (Omy +ay?y — 25+ 220 — 223 +z)

g = (0,z2° 72:102 42223 — 222 — 223 49222 —y2t +y2d),

g9 = (0, — P22 42yttt — 2yt B2 — Bt — 210 4% — 88

O — 825 4425 — 21
Detta G la base di Grobner g1, ..., g9, vale M = (g1,g2,...,gs) € si ha:
LM, (M) = (y%e1, yzer, x2yer, —ax’yeq, —2%e1, 22y eq, wyieq, x25eq, 37 23e)
Consideriamo ’elemento v € P? dato da:
v = (2232, —23yz, —2y2%,0,0,0,0,0,0) € P°
Esso ¢ un elemento omogeneo nella gradazione di P? data da T{ej,es). Infatti
32211 (g1) = 23y2LT(go) = 2y2*LT(g3) = 23y*2%e;

quindi v € (P?),3,2,2.,. Inoltre ®(v) = 0, cioe v € Siz(LM(G)). Dalla teoria
sappiamo che, se G € una base di Grobner, allora deve esistere un sollevamento
w € P?, cio¢ deve esistere un elemento w € P tale che ¢(w) =0 e LF, g = v.

Calcoliamo
m = ¢(v) = (—xyz®, —axPyz + 223 2* — 22323 — 22y?2? — 2%y2?)
Allora m € {¢1,...,99) e, possiamo calcolare dei polinomi fi,..., fg € P tali
che m = Y fig;. Precisamente: m = —x22gy + 23294 + 22%¢. Detto w; =

(0, —222,0,232,0,222,0,0,0) € PY abbiamo che m = ¢(w), quindi ¢(v) =
o(wy), cioe ¢(v —wq) = 0, pertanto w = v — w; € ker(¢). Vale:

= (2x322, —3yz + x2?, —ay2?, —232,0, —222,0,0, 0)
ew € Siz((G)) e LF, g(w) =



