ALGEBRA 2
Esercizi 10 - 28 novembre 2024

IDEALI DI UN ANELLO

Sia A un anello commutativo unitario. Ricordare che un ideale I di A ¢ un
sottogruppo di A per cui vale la legge di assorbimento, cioe se a € [ e b € A,
allora ab € I.

1. Sia I un sottoinsieme di A. Provare che I & un ideale se e solo se per ogni
a,be I, vale: a+beleperogniacelebe A, vale: abe I.

2. Siano I e Iy due ideali di A. Provare che I; N I3 ¢ un ideale di A. Piu in
generale, siano I, (y € I') ideali di A. Provare che

ne

yerl

¢ un ideale di A.

3. Se X C A & un qualunque sottoinsieme di A non vuoto. Si consideri
I’insieme

Y ={I CA|I¢unideale di A che contiene X}.

Provare che X # () e che
!

Iex

¢ il pin piccolo ideale di A che contiene X. Esso si indica con (X) e si dice
I'ideale generato da X.

4. Sia X C A un sottoinsieme qualunque non vuoto. Provare che 'ideale
(X) & dato da:

{ax1+ -+ anxn | ar,...;an €A, 21,...,2, € X, n € N}

5. Sia X = {z1,...,2,} un sottoinsieme finito di A. Provare che (X) =
{a1z1 + - + ayxy | @1,...,a, € A}. In questo caso (X) si indica con
(1, .., Tp).

6. Provare che l'ideale (z 4+ 1,y — 3) C QJz, y] non & principale (cioé non &
del tipo (h) con h € Qz, y]).

7. Sia I = (z—1,y) C Q|z,y] I'ideale generato da = — 1 e y. Si consideri poi
lanello quoziente Q[z,y]/I. Sia ¢ : Q — Q[z,y]/I applicazione data
da: ¢(a) = [a];. Provare che ¢ & un monomorfismo di anelli, quindi il
campo Q si puod pensare contenuto nel quoziente di Q[z,y] e quindi ha
senso scrivere, ad esempio, 7 € Q[z,y]/I 0 1/3 € Q[z,y]/I o ...Provare
che [z]; = 1 e [y]; = 0. Come si pud allora scrivere la classe [3z3y —2zy® +
5y% +2x+y+7]r? Dedurre che Q[z,y]/I & Q (quindi ¢ & un isomorfismo).
Che tipo di ideale ¢ I'ideale I7



