6 Giocando attorno alla risonanza

Consideriamo il solito problema

" +g(t,r) =0,
(P) { z(0) = z(T), 2'(0) =2(T),

dove ¢ : [0,7] x R — R ¢ una funzione continua.

6.1 La disuguaglianza di Wirtinger

Avremo bisogno della seguente disuguaglianza.
Proposizione 6.1 Se & € W'2(0,T) ¢ tale che [, #(t)dt =0, allora
- T .
12l < 5 172

(disuguaglianza di Wirtinger).

Dimostrazione. Siccome & ha media nulla, abbiamo la serie di Fourier

Z(t) ~ Z (ak COS (#t) + by, sin <#t>) ,

00
k=1

in cui manca il termine costante, e

T'(t) ~ Z #( — ay sin (?t) + by, cos <¢t>>

00
k=1

Per I'identita di Parseval,

e = 27k 2 9 9 om\ 2

12°]]3 :Z T (aj +b;) > T

k=1

Nel seguito, per ogni funzione x, scriveremo
z(t) =z + z(t),

dove 7 = 7 fOT:E(t) dt ¢ la media di z, e & ha media nulla.
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6.2 Condizioni di Landesman - Lazer per l’oscillatore
simmetrico

6.2.1 Risonanza con il primo autovalore

Teorema 6.2 Supponiamo che g sia limitata: esiste un C' > 0 per cui
lg(t,z)| < C, per ogni (t,x) € [0,T] x R.

Se inoltre

T——00 T—+00

T T
/ limsup g(t,z)dt <0 < / liminf (¢, z) dt,
0 0

allora (P) ha una soluzione.

Dimostrazione. Consideriamo, per o € [0, 1],

"+ (1—o0) (%)220 +og(t,x) =0,
(Fo) { z(0) =z(T), «/(0)=2'(T).

Supponiamo che esistano (z,), € (¢,), soluzioni con ||z,||~ — 0o. Moltiplico
per 7, e integro:

T
~1 (12 T\ . 2 ~ 5 2\ /2

<(1- = .
2 < (1 =) (F) Nl + oulizale( [ lote.ae) i)

Usando la disuguaglianza di Wirtinger, essendo g limitata, si vede che (||Z]||2)x
e limitata. Allora minz, — +o0o oppure maxz, — —oo. Ma, integrando
I'equazione differenziale in (P,,),

/oT ((1 ~ ) <%)2"’“’”(” +ong(t, In(t)))dt =0.

Supponiamo che min x,, — 4+00. Usando il Lemma di Fatou, si ha che
T N2
0 = lim inf/ ((1 — o) (—) xn(t) + ang(t,xn(t)))dt
n 0 T
T N2
> / lim inf ((1 —0p) (T> T, (1) + Ung(t,xn(t))>dt >0,
0

n

una contraddizione. Analogamente se max x,, — —o0. [ ]

In modo analogo si dimostra il seguente risultato, simmetrico al precedente.

Teorema 6.3 Supponiamo che g sia limitata: esiste un C' > 0 per cui
gt )| <C,  per ogni (t,7) € [0,T] x R.

Se inoltre

T——0o0 —+00

T T
/ liminf g(t,z)dt > 0 > / limsup g(t, x) dt,
0 0

allora (P) ha una soluzione.
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6.2.2 Risonanza con un autovalore successivo

Vediamo ora una situazione in cui la nonlinearita sta “vicina” ad un autovalore
Ay, con N > 1.

Teorema 6.4 (Landesman - Lazer, 1970) Supponiamo che sia

g(t,x) = Ayz + h(t,x),

con A\y = (@)2 e che h sia limitata: esiste un C' > 0 per cui

|h(t,z)] < C, per ogni (t,x) € [0,T] x R.

Se inoltre, per ogni v € ker(L — AnI) non nullo si ha

/ lim sup h(t, z)v(t) dt + / liminf h(t, z)v(t) dt > 0,
{ {

v<0} T——00 v>0} FT0

allora (P) ha una soluzione.

Dimostrazione. Consideriamo, per o € [0, 1],

(P,) {x"+(1—0) 5 r+og(t,x) =0,
xz(0) =x(T), «/(0)=2(T).

AN+ ANt

Supponiamo che esistano (0,), e (), soluzioni con ||z,|. — oco. Sia v, =
Tn/||Tn||0o. Allora v, verifica

A A
JQ% + an)\N] Up + 0p

v (0) = v, (7).

o)+ [(1 - e g,
0a(0) = 0 (T) )

Per una sottosuccessione, v, — v in C'([0,T]) e 0, — & € [0,1], e si ha

{ v+ =0,
v(0) =o(T), 0'(0) =v(T),

con \y < A < % e ||v||loo = 1. Pertanto, deve essere ¢ = 1, A = Ay e
v € ker(L — AnI).

Scriviamo (z,,, z!

7)) in coordinate polari modificate in questo modo:

Ty = ——pncosb,, . =p,sinb,.

VA

Siccome v, — v in C!, per n grande avremo che

A (2, (1) + (2] (1)* > 0, per ogni t € [0,7],

n
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e si verifica facilmente che
g S = (1)’
tY e ()
Inoltre, per n grande, deve essere 6, (7)) = 6,,(0) — 2r N, per cui
T o )—AN”L)‘N+1 +o /\N} 2 + o, h(t, )z, + (2))?
2rN = \ /\N/
A+ (7,)?
h(t, z,)x,
> /A nA\mm)en
/ < AN%2 + (27,)? ) ’

T
/ h(t,z,)x, <0,
0

ANT2 + (27,)2 T

T
0 /\an + (/U;L)2
e, per il Lemma di Fatou,

T T
()zliminf/ W—>) 2/ lin jnf 7 Tn)Un_
0 0

n AnVZ + (V)

Siccome Ay (v(t))? + (v/(¢))? & costante in ¢ e

ossia

Quindi anche

lim(Ayv2 + (v))?) = Avv® + (V)2
uniformemente in ¢ € [0, 77, deve essere

T
/ liminf A(t, 2, )v, <0,
O n
da cui
/ lim sup h(t, )0 () dt + / lim inf A(t, )o(t) dt < 0,
{v<0} z——00 {v>0} Tt

in contraddizione con l'ipotesi.

In modo simmetrico, si dimostra anche il seguente
Teorema 6.5 Supponiamo che sia
g(t,x) = Anz + h(t, z),
con Ay = (@)2, e che h sia limitata: esiste un C' > 0 per cui
|h(t,x)] < C, per ogni (t,x) € [0,T] x R.

Se inoltre, per ogni v € ker(L — AyI) non nullo si ha

/ liminf h(t, z)v(t) dt + / limsup h(t, z)v(t)dt <0,
{ {

v<0} TT7TX v>0} T—+00

allora (P) ha una soluzione.
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6.2.3 La condizione di Lazer - Leach

Per quanto riguarda il problema

"+ 9(17) = e(t) )
@ { 2o L0, Vi - v

si ha il seguente

Corollario 6.6 (Lazer - Leach, 1969) Supponiamo che sia

g(x) = Anz + h(x),

2 . .
con Ay = (@) , e che per h esistano i limiti

h(—o0) = lim h(z), h(4+00) = lim h(z).

T——00 T——+00

con h(—o00) # h(+00). Se i coefficienti di Fourier

2 [T 2rN 2 [T 2N
aN:T/O e(s)cos(? s>ds, bN:?/o 6(8)8111(7; 3>d5,

verificano la disuguaglianza

2
\Jak + b3 < - |h(+00) — h(—00)],

allora il problema (@) ha una soluzione.

Dimostrazione. Trattiamo dapprima il caso in cui h(—o0) < h(400). Scrivendo
v(t) =sin (VAx (t +6)), si vede che

T
/ v = / (—v) = —.
{v>0} {v<0} ™

Pertanto,

/{ limsup (h(z) — e(t))o(t) dt —

v<0} r——00

/{ liminf (h(z) — e(t))o(t) dt —

v>0} T—+00

T

T .
= —h(+o00) — /{v>o} e(t) sin (N(i + 9)) dt,
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da cui, ponendo h(t,z) = h(z) — e(t),

/ limsup A(t, x)v(t) dt + / liminf h(t, z)v(t) dt =
{ {

v<0} T——00 v>0} TR
T T
= —(h(+00) — h(=00)) —/ e(t) sin <\/)\N (t+9)> dt .
0
Essendo

/OT e(t) sin (W(t + 9)) dt = Tay sin (N@) + % cos (N@)

2

= %wa?\,—l—b?\,sin <m9+n) ,

per un certo 7, si ha che

/oTe(t) sin (Vo (¢4 0)) dt' < %m < g(h(%o) = b=,

per ogni #, per cui

/ limsup A(t, z)v(t) dt + / liminf A(t, z)v(t) dt > 0,
{ {

v<0} T——00 v>0} TR
e la condizione di Landesman-Lazer e soddisfatta, e si applica il Teorema 6.4.
Simmetricamente, nel caso in cui h(—o0) < h(+00), si dimostra che
/ liminf A(t, z)v(t) dt + / lim sup h(t, z)v(t)dt <0,
{v<o} *TT° {v>0} z—+o0

e si applica il Teorema 6.5. [ |

6.3 Condizioni di Landesman - Lazer per 'oscillatore
asimmetrico

Teorema 6.7 (Fabry, 1995) Supponiamo che sia
g(t, ) = pa" —va” +h(t,z),

con >0, v >0 tali che

T
=5

cul

T . 7
NN
e che h sia limitata: esiste un C > 0 per
|h(t,z)] < C, per ogni (t,x) € [0,T] x R.

Se inoltre, per ogni v non nullo soluzione di

U//+MU+ — v~ :()7
(7o) { v(0) =o(T), v'(0)=2"(T),
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st ha

/ lim sup A(t, z)v(t) dt + / liminf A(t, z)v(t) dt > 0,
{ {

v<0} T——00 v>0} T+

allora (P) ha una soluzione.

Dimostrazione. Consideriamo, per o € [%, 1],

P4 (2~ 20) (1 + ) — (v 4 ) ) + (20— gltya) =0,
<ﬂ>{z@=an,ﬂm=ﬂn.

Supponiamo che esistano (0,), e (z,), soluzioni con ||z,|. — oco. Sia v, =
Tn/||Tn||0o- Allora v, verifica

V() + [(2 = 20,) (1 + €) + (20, — V] v} — ,
—[(2 = 20,)(v + &) + (200 = Dpf vy + (20, — 1) ||§;|Tl) o,
vn(0) = va(T), v},(0) = v),(T)

Per una sottosuccessione, v, — v in C'([0,T]) e 0, — & € [0,1], e si ha

{ V' + vt =T =0,
v(0) = v(T), v'(0) =v'(T),

con p<p<p+ev<v<v+eg, e|v|ew=1 Pertanto, deve essere ¢ = 1,
fi =, ¥ = v, e v soluzione di (Fp).

') in coordinate polari modificate in questo modo:

Scriviamo (2, ),

se x, > 0,

Tp=—=ppcosb,, z =p,sin,,

Vi

se x, <0,
Ty = Tpn cosby,, x = p,sinf,,
v
Per n grande, avremo che

T, (1) + 2 (1)* > 0, per ogni t € [0,7],

e si verifica facilmente che

Vi 1\2

2z, — (z

o (/”2 se x, >0,
/ pxy + (27,)
0, = ,

" /

2z, — (z

n¥n = (T se x, < 0.



Integrando rispettivamente su {x, > 0} e su {z,, < 0}, si ottiene

(1 —0n)(u+¢e)+onp] 22 + onh(t, xn)z, + (2),)?
™ =i 2 2
{zn>0} s, + (xn)

onh(t, z,)x,
{xn>0} /’L‘/E% + (x;'L)2

N =5 [(1—=0n)(v+e)+ o] 22 + o,h(t, z,)z, + (2)?

/
> F (1 N Unh(t,xn)xn> '
{zn<0}

{zn<0} V.Z'%L + (xn)2
vag + (17)?

Quindi,

LR < = meas{x, > 0},
ooy ) = meeston > 0F

/ onh(t,xy,)x, TN
{

/ onh(t,xy)x, 7N
{

——————— < — —meas{zr, <0}.
2 12 — n
zn<0} VT + ('rn) \/;
Siccome v ha solo zeri semplici e v, — v in C*([0,T]), anche v, ha solo zeri
semplici, per n grande, e pertanto l'insieme dei punti dove x,, si annulla ha
misura pari a zero. Ne segue che

/T onh(t, x,) T, N wN
<—+—-T=0.
o HEh)?+v(e)?+ (@)~ Ve VY

Quindi anche

/T h(t, z,)v, <
o M) +r(vy)? + (v)? —
e, per il Lemma di Fatou,

/T lim inf lt, 20 )V
o o pf)2 (o) + (v,)? T

Siccome pv™ ()% + vo~ ()% + v/'(t)? & costante in ¢ e
lim(pe(vy)* + v(v,)* + (v,)7) = p(v")* + (") + ()7,
deve essere

T
/ liminf A(t, 2, )v, <0,
0

n

da cui

/ lim sup h(t, 2)o(t) dt + / lim inf A(t, 2)v(£) dt < 0,
{ {

v<0} T——00 v>0} T

in contraddizione con l'ipotesi.
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Per o € |0, %], si procede come nella dimostrazione del Teorema 5.12, colle-
gando il punto (u+¢&,v+¢) con la diagonale tramite una curva che non tocchi
I'insieme Y. La dimostrazione e cosi completa. [ ]

In modo del tutto simmetrico, abbiamo:
Teorema 6.8 Supponiamo che sia
g(t,l’) = /JJ'T+ —vr + h(t,$> )

con it >0, v >0 tali che

m n m T
Vi Vi N
e che h sia limitata: esiste un C' > 0 per cui

|h(t,z)| < C, per ogni (t,xz) € [0,T] x R.
Se inoltre, per ogni v non nullo soluzione di

{ V" + vt — v =0,
v(0) =v(T), v'(0) =2'(T),

st ha

/ liminf A(t, z)v(t) dt + / lim sup h(t, z)v(t)dt <0,
{ {

v<0} T——00 v>0} T—+00
allora (P) ha una soluzione.
6.3.1 Condizioni di Lazer - Leach per 1’oscillatore asimmetrico
Consideriamo ora il problema (Q) e supponiamo che sia
g(x) = pat —va~ + h(x),

con p >0, v > 0 tali che

SE
SE
21

e che per h esistano i limiti

h(—o0) = lim h(z), h(4+00) = lim h(z).

T——00 T——400

Consideriamo, come sopra,

Lsin(\/ﬁt) set e [0’ i} 7
v ”
T et el
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con
™ ™

= 4+ —
VE VY

estesa a tutto R in modo da risultare 7-periodica. Definiamo la funzione 7-

periodica

T

5(0) = 2N <h(+:0) _ h(_yoo>) _ /OTe(t)qb(t +0)dt.

Nel seguente corollario si generalizza la condizione di Lazer - Leach.
Corollario 6.9 (Dancer, 1976) Se

®(0) £0, per ogni 6 € [0, 7],
allora il problema (Q) ha soluzione.

Dimostrazione. Supponiamo, ad esempio, ®(6) > 0 per ogni 6 € [0, 7]. Scrivendo

v(t) = ¢(t + 0), si vede che

2N 2N
[ o= [ o= (16)
{v>0} K {v<0} v

Pertanto,

/{ limsup (h(z) — e(t))o(t) dt

v<0} T——00
2N
:——h(—oo)—/ e()o(t +6) dt
{v<0}

v

/{ limsup (h(x) —e(t))v(t) dt =

v>0} *—+oo

_ %h(wo) - /{ Ly o0,

da cui, ponendo h(t,z) = h(z) — e(t),

/ limsup h(t, z)v(t) dt + / lim inf A(t, z)v(t) dt =
{ {

v<0} T——00 v>0} T

— 9N (h(zoo) — h(_;’o)) — /OTe(t)gb(t +0)dt >0,

per cui la condizione di Landesman-Lazer ¢ soddisfatta. [ ]
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6.3.2 Condizioni piu fini di non risonanza

Supporremo ora h localmente lipschitziana e, come sopra, che esistano i limiti

h(—c0) = lim h(z), h(+o00) = lim h(x).

T——00 Tr—-+00

Scrivendo il sistema equivalente

=y,
Yy = —pat +vaT — h(z) +e(t),
indichiamo con (x(¢; xo, ¥0), y(t; xo, ¥0)) la soluzione avente punto iniziale

z(0; 20, Yo) = o, y(0; 20, Yo) = Yo -

E quindi ben definita la funzione di Poincaré P : R? — R? in questo modo:

P(wo,y0) = (2(T; 20, 40), y(T; 20, %0)) -

Vogliamo trovare un punto fisso di P. A questo scopo, calcoleremo il grado di
Brouwer di P — I sull’insieme

0. = {(ro(s). 1) 0 < v < s e}

con € > 0 sufficientemente piccolo, dove ¢ e la funzione definita piu sopra. Con
il cambio di variabili

oty = "D vomy, vy = o0+ o).

£
otteniamo
POt +0) + pd/(t +0)(1+0) = p¢'(t +0),
PO+ 0) + pd (b +0)(1+ ) =
= —upp (t+0) +vpp~(t+6) — 5h<§¢(t + 9)) +ee(t),
ossia
POt +0)+pg'(t+0)0 =0,
PO+ 0) + pd(t +0)0 = —eh<§¢(t + 9)) +ee(t).

Moltiplicando la prima equazione per ¢'(t + 0), la seconda per ¢(t + ) e
sottraendo, otteniamo

pld (t + 0)2 — ot + )¢ (t + 0)]0 = gh<§¢(t + e)) Ot +0) — ce(t)p(t +0) .

Tornando al sistema, moltiplicando la prima equazione per ¢” (t+60), la seconda
per ¢'(t + 0) e sottraendo, otteniamo

Flo(t+6)0"(t+0) = &/(t +0)%) = h(Lo(t +0))o/(t +0) — ce(t)o/(t + ).
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Essendo, per ogni s € R,
¢'(5)* — o(s)¢"(s) =1,
abbiamo
e

o == [n(Zo(t+0))d(t+0) — ()t +0)]

3

{ 0 — % [h<p¢(t+9)>¢(t+9) —e(t)¢(t+9)] ,

Sia (0(t;00), p(t;6p)) la soluzione con punto iniziale 6(0;6y) = 6y € [0, 7],
p(0;6y) = 1. Si vede che

lim 6(¢;600) = 6y, lim p(t;6p) =1, (17)

e—0t e—0t

uniformemente in ¢ € [0, 7]. Quindi, se ¢ > 0 & piccolo, allora p(t;6y) > 0 per
ogni t € [0, 7.

Lemma 6.10 Si ha'®
{ Q(T, 00) = 60 —+ 8(1)(00) + 0(6) s

p(T560p) =1 —ed'(6y) + oe) .

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che

T

tim [ [n("Pote + 600) )t + 010) ~ elt)ote -+ 60t = o),

lim /OT [h(p(t>¢(t + 9(t>))¢’(t +0(t)) —e(t)¢'(t + H(t))} dt = '(6),

e—0t 15

uniformemente rispetto a 6y € [0, 7]. Usando (17), si ha

tim [ o+ omya= [ ewat+ .
611% Te(t)¢’(t+0(t))dt = /Te(t)¢’(t+90)dt,

10Usiamo qui la notazione o(¢) con questo significato: per una certa funzione R(e;0y),

1
R(g;600) =0(e) & h%lJr ER(S; 6p) =0, uniformemente per 6y € [0, 7].
e—
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D’altra parte, usando (16), si ha

[T () _
glir(% i @h<?¢(t + 0(t))>¢(t +6(t)) dt =

_ / h(—00)o(t + bo) dt + / h(+00)b(t + 0p) dt
{o(- +60)<0} {¢(- +60)>0}

2N 2N
= _h(_OO)T + h(+00)7 s

lim OT h(@d)(t + 9(t))>¢’(t +O(t)) dt =

e—0t

_/ h(—oo)¢’(t+90)dt+/ h(+00)¢' (t + 6p) dt
{¢(- +60)<0} {¢(- +60)>0}

=0.

Tutti i limiti sono uniformi in 6y € [0, 7], da cui la conclusione. n

Introduciamo il vettore

o(t) = (9(2).(1).
Deduciamo dal Lemma 6.10 che, se (zg,yo) = %(,0(90), allora
P(Ze0) = T o)
= [~ (60))ol0 + <@ (00)) + ofc)]

= [0~ e® E)((60) + =2 (00 (80)) + 0(2)]

= Zol60) + [2(00)¢' (o) — ¥ (Bo)p(60)] + 2o(e),

per cui

(P~ D) (26(00) = 2(00)¢/ (60) — @' (Bo)p(60) + o).

Si noti che i due vettori ¢'(6y), ¢(6p) costituiscono una base di R? che ruota
nel tempo, compiendo una rotazione completa in senso orario nel tempo 7. In
questa base, le coordinate di (P — I)(1¢(6)) sono

1 , 1
(@(90) + —ofe), —®(6) + go(é‘))
Supporremo ora che sia
D(6p)? + ®'(09)* # 0, per ogni 6 € [0, 7].

Allora, la curva

0o = (D(6o), —P'(6o))
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compie, nel tempo 7, un certo numero ¢ di rotazioni attorno all’origine, in
senso antiorario. Se € & piccolo, lo stesso avverra per la curva

0 (B(00) + Zole), ~¥ (6) + ~o(c)),

per la proprieta di Rouché. In conclusione, al variare di 6, tra 0 e 7, la curva

by (P — 1) (o(00))

ruota esattamente 1 — ¢ volte in senso orario attorno all’origine, per ¢ suffi-
cientemente piccolo. Abbiamo quindi calcolato il grado:

dP—-1,0.)=1-¢.
Notiamo che la funzione @ si annulla esattamente 2¢ volte nell'intervallo [0, 7.

Teorema 6.11 (Fabry - Fonda, 1998) Se gli zeri della funzione ® nell’in-
tervallo [0, T[ sono tutti semplici ed il loro numero non é esattamente 2, allora
(Q) ha soluzione.

Dimostrazione. Da quanto sopra, la funzione ® si annulla esattamente 2¢ volte
nell'intervallo [0, 7[. Se ¢ # 1, il grado di Brouwer di P — I sull’insieme 2. ¢
non nullo, per £ > 0 sufficientemente piccolo. Pertanto, P — [ ha almeno uno
zero, cioe P ha almeno un punto fisso. [ ]

Se ¢ = 0, la funzione ® deve avere segno costante e ritroviamo il risultato
del Corollario 6.9: in questo caso, il grado vale 1.
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