5 Nonrisonanza e grado topologico

5.1 L’uso del Teorema di Schauder

In questo capitolo, torniamo a studiare il problema

x/,+g(t7x) =0,
(P) { z(0) =z(T), 2'(0) =2(T),

Ricordiamo che esso si puo scrivere come un problema di punto fisso
x=(L—-MN)""(N—-\)r,

come spiegato all’inizio del Capitolo 3. Verifichiamo che (L — X))~ (N — )
¢ completamente continuo. Se (y,), ¢ una successione limitata in H, allora
((N — A)y,), ¢ anch’essa limitata. ponendo x, = (L — A)"}(N — X))y, =
Uy ((N = AI)(yn)), si ha che (z,,), ¢ limitata in W*2(0,T). Avendo W22(0,T)
immersione compatta in H, esiste una sottosuccessione (z,, ), che converge in
H.

Teorema 5.1 (Dolph, 1949) Supponiamo che si possa scrivere
g(t,x) =~(t,x)x +r(t,x),

dove v, sono funzioni continue tali che esistano a,b, c reali per cui

a<y(tz)<b,
e
r(t, @) <ec,
per ogni (t,x). Se inoltre
la,b)No(L) =0,

allora il problema (P) ha una soluzione.

Dimostrazione. Si ha

b b
e G B R
con
a+b b—a
t — < .
Inoltre, vale (3), per cui & ben definito 'operatore di Nemitzki N. Ne segue
che
b b—
H(N—“ I)x <Yl + O,
2 , = 2
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per una certa costante C' > 0. Ricordando 'operatore

—1
M = <L—a;bl) (N—a;bl) ,

introdotto nella dimostrazione del Teorema 3.3, usando (6) si ottiene

[Mzlly < allzlls + ¢,

con o < 1. Ne segue che esiste un R > 0 sufficientemente grande tale che M
manda la palla chiusa Br in Bg. Inoltre, M & completamente continuo. Per
il Teorema di Schauder,

d(I — M,Bg) =1,

e M ha un punto fisso in Bp. [ ]

Corollario 5.2 Supponiamo che, per a,b reali, si abbia

t t
a < liminfM < lim sup gt )

<,

uniformemente rispetto a t € [0,T], e

la,b]No(L)=0.
Allora il problema (P) ha almeno una soluzione.
Dimostrazione. Sia € > 0 per cui

[a—e,b+elNo(L)=0.

Sia R > 0 tale che

g9(t, @)

lt] >R = a—¢e < <b+e,

per ogni ¢ € [0, 7]. Definiamo

( b
a;_ se |z] < R,
b t b
Y(t,x) = a—21— +<g(:;$)_a—2|— >(|x|—R) se R<|z] < R+1,
g(t, )

se |z| > R+ 1.

S
r(t,x) = g(t,z) — y(t, z)x.
Allora v(t, x), r(t,x) sono continue e si ha
g9(t,x) = ~(t,x)x +r(t,z),
Inoltre, r(t,x) ¢ limitata (perché nulla quando |z| > R+1) e
a—e<y(t,x) <b+e,

per ogni (t,x). Per il teorema precedente, il problema (P) ha almeno una
soluzione. -
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5.2 Sotto-soluzioni e sopra-soluzioni

Diremo che una funzione a di classe C? & una sotto-soluzione del problema (P)
se
—a’(t) < g(t, a(t)),
a(0) = o(T), o'(0) = /(T);
una funzione § di classe C* ¢ una sopra-soluzione del problema (P) se
{ —B"(t) > g(t, B(1))
B(0) = pB(T), F'(0)<p(T).

Teorema 5.3 (Knobloch, 1963) Siano a una sotto-soluzione e e 3 una so-
pra-soluzione di (P) tali che a < (3. Allora esiste una soluzione x di (P) tale
che a < x < f.

Dimostrazione. Sia 7 : [0, 7] x R — R definita da

a(t) sex < aft),
n(t,z) =< « se at) <z < B(t),
Bt) sept) <z,

Il problema
(P) CL’"—i—h(t,x) :07
met | 2(0) =a(T), 2'(0) =2/(T),
ha una soluzione, per il Teorema 5.1, prendendo (t,x) = —1 e r(t,x) =

g(t,n(t,x)) + n(t,z). Sia x(t) una soluzione. Dimostriamo che o < z. Sia
ulz — o.

Per assurdo, supponiamo che il minimo di u sia negativo, e sia ¢y, un punto
di minimo. Se tq €10, T allora, essendo x(tg) < a(ty),

0 < u’(tg) = 2"(tg) — " (to) = —h(to, z(to)) — " (to)
= —g(to, a(to)) — alto) + z(to) — a"(tg) <0,

una contraddizione. Se invece ty = 0 oty = T, allora u raggiunge il suo minimo
sul bordo di [0, 77, per cui «/(0) > 0 > «/(T), ossia

2'(0) =/ (0) > 0> 2(T) — (7).

(0) = 2/(T), per cui deve essere z'(0) = o/(0) e 2/(T") =

Ma o/(0) > o/(T') e o’
=u/(T) = 0. Allora

o/(T), ossia u/(0)
t t t
Wt = [w)ds = [ - (s ds = [ (~hls.als) ~ a"(s)) ds.
0 0 0
e per s > 0 sufficientemente piccolo,
—h(s,z(s)) —a"(s) = —g(s,a(s)) — a(s) + z(s) — a"(s) < 0.
Quindi «'(t) < 0, per t > 0 piccolo, una contraddizione col fatto che 0 ¢ punto

di minimo di w.
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In modo analogo si dimostra che x < 3. In conclusione, si ha che =,

soluzione di (P),,04, soddisfa o < z < 3, per cui n(t,z) = x e x & soluzione
di (P). u

Corollario 5.4 Siano «, # due numeri reali tali che a < (3 e
gt,a) = 0= g(t,B),
per ogni t € [0,T]. Allora esiste una soluzione x di (P) tale che o < x < 3.

Dimostrazione. Basta notare che « ¢ una sotto-soluzione (costante) e 5 ¢ una
sopra-soluzione di (P). u

Corollario 5.5 (Hammerstein, 1930) Se

t
lim sup _g( )

2|00 T

<b<O0,

uniformemente in t € [0,T], allora (P) ha soluzione.

Nota. Nel Teorema 5.3 e nei suoi corollari non e necessario richiedere l'ipotesi
di crescita (3). Per questo motivo, nel Corollario 5.5, non si chiede che il

rapporto £ (';’x)

sia limitato inferiormente.

Nel caso in cui si possa scrivere g(t,z) = g(z) —e(t), con g : R — R ed
e : [0,7] — R continue, abbiamo il seguente

Corollario 5.6 Siano «, f due numeri reali tali che a < (3 e

gla) > e(t) > g(B), (11)

per ogni t € [0,T]. Allora esiste una soluzione x di

"+ g(x) = e(t) )
(@) { z(0) = z(T), «/(0)=2/(T),

tale che a <z < f3.
Si noti che l'ipotesi a < (3 non e eliminabile. Ad esempio, il problema

{ 2 4+ x =sint,
z(0) = z(27), 2/(0) =2'(2m),

non ha soluzioni, ma « = 1 e # = —1 soddisfano (11).

Esempi. 1) Il problema

{ " — a3 =e(t),
2(0) = z(T), 2'(0) =2(T),

ha soluzione per ogni funzione continua e(t). Basta prendere o < (mine)'/? e
B> (maxe)'/3.
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2) Cosi non & per
x" — arctanz = e(t),
z(0) =z(T), 2/(0) =2/(T).

Infatti, integrando 1’equazione si vede che una condizione necessaria per 1’esi-
stenza di una soluzione e che

dove, lo ricordiamo,

1 T

Vedremo in seguito che questa e anche una condizione sufficiente. Usando il
Corollario 5.6, si vede che esiste una soluzione se

I <e(t) < T

5 5 ber ogni t € [0,T].

3) Il problema
{ 2" + x?sin(z) = e(t),
2(0) = (1), 2'(0) = 2(T),

ha infinite soluzioni, poiché si possono trovare sotto-soluzioni e sopra-soluzioni
costanti arbitrariamente grandi, sia positive che negative.

4) 11 pendolo forzato
2" +asinz = e(t),

con e(t) continua e T-periodica, ha una soluzione T-periodica se
—a<e(t)<a, perognitel0T].

Anche qui, in realta, ci sarebbero infinite soluzioni. Ma e chiaro che, essendo
sinz una funzione 27-periodica, se x(t) & una soluzione, anche x(t) + 27k ¢
una soluzione, per ogni k € Z.

Nel caso dell’esempio 2, € possibile essere piu precisi.
Teorema 5.7 Se esiste un R > 0 tale che
[z[> R = sgn(z)g(x) <eé,
allora il problema (Q) ha soluzione.

Dimostrazione. Non ¢ restrittivo supporre che € = 0 e che

lz| > R = sgn(z)g(z) <0.

Sia x.(t) una soluzione di



Prendendo «a(t) = —k + z.(t), con k > 0 sufficientemente grande avremo che
a(t) < —R, per cui

—a(t) = —e(t) < gla(t)) —e(t),
per ogni t € [0,7]. Essendo inoltre a(0) = a(7T') e o/ (0) = o/(T'), si ha che o &
una sotto-soluzione di (Q).

In modo analogo si vede che, prendendo (3(t) = k + x.(t), con k& > 0
sufficientemente grande, si ha che §(t) > R per ogni t € [0,7], e tale § & una
sopra-soluzione di (Q). u

Corollario 5.8 Se g : R — R ¢ decrescente, allora (()) ha soluzione se e solo
se

e € g(R).

5.3 Il principio di continuazione

Si tratta di considerare una famiglia di equazioni con un parametro o € [0, 1]:

2" +g(t,z;0) =0,
(PU) { {L‘(O) = CL‘(T) ) l‘/(()) = xl(T) ’

Qui g:[0,7] x R x [0,1] — R & una funzione continua, con

g(t,z,0) = Az, g(t,z;1) = g(t, ),

e A € o(L). In questo modo, (Py) & lineare e ha solo la soluzione nulla, mentre
(Py) corrisponde a (P).

Teorema 5.9 (Leray - Schauder, 1934) Se esiste un R > 0 tale che ogni
(eventuale) soluzione x di (P,) é tale che x|l < R, allora (P) ha almeno
una soluzione.

Dimostrazione. Non avendo supposto che g sia a crescita al piu lineare, con-
viene ridefinire gli operatori, non pitt su H = L*(0,7T), ma su X = C([0,T]).
Avremo quindi L : D(L) C X — X, con

D(L) = {x € C*([0,T]) : 2(0) = z(T), 2'(0) = 2/(T)},

Lr=—1",
e N : X — X definito da

(Nz)(t) = g(t, z(t)) .

Si vede facilmente che N ¢ continuo e manda limitati in limitati. Inoltre,
(L —X)™'(N =) : X — X ¢ completamente continuo.
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Sia N, : X — X definito da
(No)(t) = g(t, 2(t); o),
per cui Ny = N. Abbiamo
d(I—(L—XI)"*(Ny—\I), Bg) = d(I—(L—XI)"*(No—\I), Bg) = d(I, Bg) = 1.

Pertanto, esiste un x € Bp tale che Lx = N;x. [ ]

Vediamo come si puo usare questo principio per ridimostrare il Teorema 5.1.
Prendiamo

b
g(t,z;0) = (1 —a)a+ x+og(t,z).

Supponiamo per assurdo che esistano una successione (0,), in [0,1] ¢ una
successione (x,), di soluzioni di (P,,) tale che |x,].c — +oo. Allora v, =
Tn /|| Tl verifica

VI(8) + an(t)va () + %W

un(0) = 0n(T), v,(0) = v, (T,

n

:()7

dove
a+b

a,(t) = (1 —0y,) + oy (L, (1)) .

Siccome a,(t) € [a,b], per ogni t € [0,T] e (v,), ¢ limitata in norma C?,
esistono tre sottosuccessioni, (04, )k, (n, )k € (Vn, )k, un numMero o € [0, 1], una
funzione a € L*(0,T) e una funzione v € C*([0, T]) tali che 0, — 0, a,, — @
debolmente in L?(0,7T) e v,, — v in C*([0,T]).

L’insieme delle funzioni u tali che u(t) € [a,b] per quasi ogni t € [0,T] ¢
convesso e chiuso in L?*(0,T), pertanto ¢ debolmente chiuso. Pertanto, sara
a(t) € la, b, per quasi ogni t. Scrivendo

r(t, Tp,) ) 7

Up,, = (L + I)_l Qo Uny, + Oy s + U,
HxnkHoo

sappiamo che (L+1)~': L*(0,T) — L?*(0,T), essendo un operatore compatto,
manda successioni debolmente convergenti in successioni fortemente conver-
genti, per cui, passando al limite,

v=(L+1)" (av+v).
Quindi, v verifica

V" + a(t)U =0 )
) { v(0) =o(T), v'(0)=v(T).

Per poter concludere, abbiamo bisogno del seguente risultato.
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Lemma 5.10 Se a < a(t) < b per quasi ogni t € [0,T] e
la,b]No(L) =0,
allora il problema (A) ha solo la soluzione nulla.

Dimostrazione. Distinguiamo due casi.

[ caso: b < 0. Moltiplicando per v nell’equazione e integrando, si ha

T T
0= / ()2 + a(t)e?] dt < / () + b7 dt,
0 0
da cui segue che v = 0.

Il caso: (ZX)? <a<b< (27r (V+£1)2 Utilizzando la serie di Fourier

—0+OO Qg COS k + by sin @t
9 - k k T )

scriviamo v = vy + vy, con

N
ap 2k . [ 27k
'Ul(t) = ? + E 1 (ak COS (Tt) + bk Sin (Tt)) s

> 21k
~ E (ak cos < > + by, sin (—t)) )
T
kE=N+1
N ok 21k 21k
/ t) = kgl T (ak CcoSs <Tt> + by, sin (Tt)) ,

= 27k 2k 21k
0~ 30 T (awcos (2750) + busin (25) )
k=N+1

Per I'identita di Parseval,

21N 2m(N + 1)
v1]]2, |vgl2 > — 7

Moltiplicando 1’equazione per v, — v; e integrando, si ha

Avremo che

il < [[vall2 - (12)

o:[:mw%f+m@%+a@m€—ﬁnm
< /O [ (u)? + bu2] dt — /0 [ (W) + av?] dt

sk—(@gﬁﬂfhm%+(%ﬁf—4ww;

da cui segue che v; = vy = 0. [ |
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In conclusione, si deve avere che v = 0, in contraddizione col fatto che
|Un,lloc = 1 € vy, — v uniformemente in [0, 7. La dimostrazione del teorema
e cosl completa.

Osservazione 5.11 Supponiamo che « sia una sotto-soluzione e [ sia una
sopra-soluzione, e che sia «a(t) < [((t), per ogni ¢ € [0,7]. Consideriamo
I'insieme aperto e limitato

Qap={reC([0,T]) : alt) < z(t) < B(t), per ognit € [0,T]}.

Supponendo che non ci siano soluzioni di Lx = Nz in 0€), g, € possibile con-
siderare il grado

d(I — (L —X)"H(N = XI),Q0.5) -

Ripercorrendo la dimostrazione del Teorema 5.3, si ha che, per il problema
modificato, esiste un R > 0 tale che, per ogni R > R,

d(I — (L —X)"*(N = XI),Bg) = 1.

Prendiamo R > 0 in modo che €, 5 sia contenuto in Bg. Abbiamo visto che
ogni soluzione del problema modificato sta in €2, 3. Quindi,

d(I — (L =X)"Y(N = X),Qu3) = d(I — (L — XI)"*(N — \I), Bg).
D’altra parte, N e N coincidono su 2, 3, quindi

d(I — (L =AY N = M), Qu3) =d(I — (L= X)"HN = XI), Q) .
In conclusione, se non ci sono soluzioni di Lz = Nz in 0€1, g, si ha

d(I — (L —M)"" (N =), Qu5) =1.

5.4 QOscillatori asimmetrici

Consideriamo ’equazione differenziale scalare
2+ prt —va =e(t), (13)

dove e : R — R ¢ una funzione continua e T-periodica e i, ¥ sono due numeri
reali. Qui

N z + ||

x" = max{z,0} = B ﬂ

2

r~ =max{—z,0} =

Sinoti che x = 2t — 27, mentre |z| = 27 + 2. Se p = v, abbiamo 'equazione
lineare, che e stata studiata nella Sezione 1.
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Se 1 e v sono positivi, le soluzioni dell’equazione
2"+ pat —veT =0 (14)

sono tutte periodiche di periodo

Una soluzione ¢ data da

1
— sin(y/ut) sete€
o =4 Y |

s
07 _:| )
i
1 ( m s m m
—— sin ﬁ(——t)) sete {— —+—} ,
NG Vi VI B Y
estesa a tutto R in modo da risultare 7-periodica. Tutte le altre soluzioni di

(14) sono del tipo z(t) = pp(t +6), con p > 0e 6 € [0, 7].

Se scriviamo il sistema equivalente

I __
r = y7
Y = —prt +vr,
vediamo che le orbite nel piano delle fasi sono curve chiuse che circondano

l'origine, il quale pertanto e un centro isocrono. Ognuna di queste curve e
ottenuta incollando assieme due semi-ellissi, ossia

{(,2y):x>0ey* +ur® =ctU{(2,9) 2 <0ey’+va?=c},
con ¢ > 0.

Come nel caso lineare abbiamo considerato gli autovalori dell’operatore
differenziale, cosi qui possiamo considerare I'insieme 3 delle coppie (u, V) per
cui 'equazione (14) ha soluzioni T-periodiche non nulle. Si vede allora che
¥ contiene, oltre ai due assi cartesiani {x = 0} e {v = 0}, una successione
(CN)N21 di curve:

ON:{(u,u)€R2zu>0,u>O,N(%+%):T}.

L’insieme X e spesso chiamato spettro di Dancer - Fucik.

A differenza dell’equazione lineare, non € pensabile di scrivere le soluzioni
T-periodiche di (13) in modo esplicito.

5.4.1 Non risonanza nonlineare

Consideriamo di nuovo il problema periodico

xll‘i‘g(t?m) =0,
® o 25 Yo e,

dove ¢ : [0,7] x R — R ¢ una funzione continua.
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Teorema 5.12 (Drabek - Invernizzi, 1986) Supponiamo che sia
g(t,z) =y (t, 2)at —y(t,x)a” +r(t,x),
con vy, Y2 er continue tali che

a1 <yt,z) <by, ay <y(t,z) <bs,

r(t, )] < e,

per ogni (t,x), dove tutte le costanti sono positive. Se
( [al, bl] X [CLQ, bg] ) N =0 s
allora (P) ha almeno una soluzione.

Dimostrazione. Useremo il principio di continuazione. Sia (u,v) definito da

a1+61 V_az—f-bg

2 2

Consideriamo, per o € [1, 1],
g(t,.l’,O') = (20 - ].)g(t,l') + (2 - 20')(,[LZL'+ - VZL'_) :
Dimostriamo che esiste un R > 0 tale che, per ogni soluzione x di

{ 2+ g(t,z;0) =0,
z(0) =z(T), 2'(0) =2(T),

si ha che ||z]|o < R. Se cosi non fosse, esisterebbero due successioni (0,,), in

[2.1] e (z),, soluzioni con ||z,||« — +00. Ponendo v, = z,,/| ||« , abbiamo

che

Un(t) + an(t)u (1) = Bu(t)o (£) + (200 — 1)%

vn(0) = va(T), v, (0) = v, (T),

n

=0,

dove
an(t) = (200, — Dt za(t)) +2(1 — o0,
Bn(t) = (20, — 1)ya(t, z,(t)) + 2(1 — oy,

Siccome oy, (t) € [a1, by, Bn(t) € [az, bo], per ognit € [0,T] e (vy,), € limitata
in norma C?, esistono (o, )k, (n, )k, (Bny)k € (Un, )k, un numero o € [0, 1],
due funzioni «, f € L*(0,T) e una funzione v € C'([0,7T]) tali che o,, — o,
Qp,, — a e B, — [ debolmente in L?(0,7T) e v, — v in C*([0,T]).
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Dato un intervallo [a, b], I'insieme delle funzioni u tali che u(t) € [a, b] per
quasi ogni t € [0, 7] & convesso e chiuso in L?*(0,7T), pertanto ¢ debolmente
chiuso. Pertanto, sara «(t) € [a1,b1] e ((t) € [az, bs], per quasi ogni t € [0, T].
Scrivendo

r(t, Tp,)

Up,, = (L + [)’1 (ankv:{k — ﬁnkv;k + (20nk — 1) Hl" H
ng || oo

+0n,).

sappiamo che (L+1)~': L*(0,T) — L*(0,T), essendo un operatore compatto,
manda successioni debolmente convergenti in successioni fortemente conver-
genti, per cui, passando al limite,

v=(L+I)" (v = fv~ +0).
Quindi, v verifica

"+ a(t)ut = Bt =0,
(B) { v(0) = o(T), v'(0)=v(T).

Per poter concludere, abbiamo bisogno del seguente risultato.
Lemma 5.13 Se
a; < a(t) <b, as < B(t) < by,
per quasi ogni t € [0,T] e
([a1,b1] X [ag,b2] )NE =0,
il problema (B) ha solo la soluzione nulla.

Dimostrazione. Consideriamo il sistema equivalente

=y,
y = —at)r + B(t)x,

e passiamo alle coordinate polari

(z,y) = (pcosB, psinb).
Otteniamo

sin® 0(t) + a(t) cos? O(t) se O(t) € [-5, 7],
—0'(t) =
sin® 0(t) + B(t) cos? 0(t) se O(t) € [Z, 3],
con periodicita 27. Quindi le soluzioni girano sempre in senso orario. Siano
to < t1 sono tali che 0(tg) = 5, 0(t;) = =5 e

T
—— < 0(t
2< (t) <

AV

, per ogni t € Jtg, ty].
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Si ha

h —0'(t) dt n
/to sin? 0(t) + a(t) cos? 0(t) /to e

per cui
/’5 do PR / do
i sin@ + by cos2 = 0 _x sin? @ + aqy cos? 6
Essendo
/ do 1 . tan 6
= —arctan [ — | ,
sin?f +wcos2  w Vw
si ha che
B L
Analogamente si dimostra che, se 1 < t5 tali che 6(t;) = =%, 0(ts) = -3 e
3T T .
Y <0(t) < —5 per ogni t € |ty,t[,

allora si ha che .
<ty —t1 < —.

s
Quindi, in definitiva,

T T
ty < — + —

m m
——t = <ty— .
N Vi a

Se la soluzione e T-periodica, essa compie un certo numero N di giri attorno
all’origine nel tempo 7. Da quanto sopra, dovra essere

T T T T
V(e o) <T <N (=4 )
(Vbl V by Var o \Jas
Ma allora esiste un (u, v) € a1, b1] X [ag, bo] tale che
7r 7r
N ¢ —) —T,
il che e impossiblie. [

Ora consideriamo la parte di curva

Clup) = {(u,v) : %_{_% :T} 7

7 T 75 che va da ((2)%,(2)?) a (u,v) e la parametrizziamo con
o € [0,1]. Ad esempio, definiamo

con 7 =

0 = (u(0),v(0)) = (p(o) cos b(a), p(o) sin6(0)) ,
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con

T v
6(c) = (1 —20) 17 20 arctan (;) :

plo) = (92(@3;9(0) * ¢si:9(a))2'

Allora

per cui il problema

{ "+ p(o)zt +v(o)z” =0,
2(0) = (1), 2'(0) = 2/(T),

ha solo la soluzione nulla, per ogni o € [0, %] Il principio di continuazione si
applica e permette di concludere. [ ]

Corollario 5.14 Supponiamo che, per ay,as, by, by reali e positivi, si abbia

t t
a; < liminf M < lim sup M
T——+00 X T—r400 T
t t
as < liminf g(t,7) i M <

T——00 x T——00 €

Sbla

uniformemente rispetto a t € [0,T], e
( [al, bl] X [CZQ, bg] ) N3 =0 .
Allora il problema (P) ha almeno una soluzione.

Dimostrazione. Sia € > 0 per cui

([(ll—E,b1+E] X [GQ—E,b2+€])ﬂE:®.

Sia R > 0 tale che

t
>R = a-S<IbT)
2 T 2
e g(t,x) 5
r<—R = a— 5 < <b+ -,
2 x 2
per ogni ¢ € [0, 7]. Definiamo
( b
al;_ ! ser < R,
b t, b
7t x) = al; 1+(g( x)—al_zl_ 1)(x—R) se R<x < R+1,
T
t
gt ) sexr > R+1.
\ T
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QQ;bQ sex > —R,
b b t
Ya(t, z) = a2—2F 2—1-(&2; 2—9(;@)@%—}3) se —R—1<z<—R,
t
gt ) ser < —R—1.
x

r(t,z) = g(t,x) — it x)z" + et z)z”

Allora 1 (t, x), y2(t, x), r(t, ) sono continue e si ha

g(t>$) = ")/1(75,.73)37+ - ’}/Q(t,l’)l’_ + r(tw?:) )

inoltre, r(t,z) ¢ limitata (perché nulla quando |z| > R+1) e

€ €
a =5 <t ) <bi+g,
€ €
ay =5 < %a(t, z) §b2+§7
per ogni t € [0,7] e x € R. Per il teorema precedente, il problema (P) ha
almeno una soluzione. [ ]

Corollario 5.15 Se u e v hanno lo stesso segno e (u,v) € 3, allora l’equazio-
ne
2"+ pxt —veT = e(t)

ha almeno una soluzione T -periodica.

Dimostrazione. Se u < 0 e v < 0, si usa il teorema sulle sotto e sopra-soluzioni.
Se > 0 e v > 0, basta applicare il Teorema 5.12. [ |

Osservazione 5.16 Si noti che la soluzione non ¢ necessariamente unica. Ad
esempio, prendendo e(t) = 1, costante, abbiamo un punto di equilibrio x = +
In un intorno di questo punto, le soluzioni risolvono ’equazione lineare

2"+ px =0

e sono pertanto periodiche di periodo \2/—’/% . D’altra parte, le soluzioni di grande

ampiezza hanno un periodo che si avvicina a 7. Supponiamo che sia v < u. Se
n e un intero positivo tale che

2m T s
—_ < J— —_

Vi n \/_ \/_

troviamo in corrispondenza una soluzione T-periodica, di periodo minimo % .
Di tali n ce ne possono essere molti.
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5.4.2 Condizioni non bilaterali

Nel risultato seguente il controllo bilaterale sulla funzione g(t,z) ¢ richiesto
solo per gli x negativi, mentre per gli x positivi si ha solo il controllo da un
lato.

Teorema 5.17 (Fabry - Habets, 1993) Supponiamo che sia
g(t,z) = n(t,x)at —y(t,x)a” +r(t, 1),
con y1, Y2 er continue tali che

ay < vl(tax) ) p) < ’72(15,1‘) < b27

Ir(t,z)| < c,

per ogni (t,x), dove tutte le costanti sono positive. Se
dist( [a1, +o00o[ x[ag, bs], ¥) > 0,°

allora (P) ha almeno una soluzione.

Dimostrazione. Useremo ancora il principio di continuazione. Sia N € N tale
che

T<7T<7T+7T<T
N+1 Vb, a az N

(se N =0, conveniamo che l'ultima disuguaglianza sia automaticamente sod-
disfatta). Consideriamo, per o € [3, 1],

g(t,z;0) = (20 — 1)g(t,z) + (2 = 20)(mrx™ — agz™).

Supponiamo per assurdo che esistano due successioni (0y,), in [3,1] e (zn)n,
con ||, ||cc — 00, tali che

{ , + (b, 2n; 00) = 0,
2n(0) = 2n(T) , 2,(0) = 23, (T),

Dimostriamo dapprima che esiste un R > 0 tale che min(22 + (z/,)?) < RZ,
per ogni n.

9Qui e in seguito, la “distanza” tra due insiemi A e B ¢ intesa come

dist(A, B) = inf{d(a,b) :a € A, b € B}.
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Scriviamo 'equazione differenziale nel sistema equivalente

117;1 = Yn,

{ y;z = _g<t7'xn;an>‘ <15)
e studiamo il comportamento delle soluzioni, supponendo per assurdo che, per
una sottosuccessione, lim, (22 (¢) + y2(t)) = +oo, uniformemente in ¢ € [0, 7.
Passando a coordinate polari modificate

\/La_l pn(t)cos,(t) se xz,(t) >0,
(1) = 1 Yn(t) = pn(t) sinby(t),
NG pn(t) costy(t) se x,(t) <0,
si avrebbe

Yp (D) (t) — 23, () yn(t)

Ve a0 e =0
o1
e ) )

azay () +yn(t)

Sia K il numero di rotazioni che la soluzione (x,(t),y,(t)) compie attorno
all’origine nel tempo 7T, e sia € > 0 tale che

e<1— N( T + 7T >
T\Var  Vaz)
Essendo r(t, z) limitata, possiamo scegliere R > 0 in modo che

r(t,x)x

2 2 2
r+y >R _—
¥y = a; v2 + y?

—_ )

per i = 1,2. Indichiamo brevemente con {z, > 0} I'insieme
{t €[0,T]: z,(t) > 0},

e analogamente per {z,, < 0}. Integrando —#/ (¢) rispettivamente su {z, > 0}
e su {z, < 0}, per n sufficientemente grande si ottiene

(200 — Dmi(t, z0) + (2 — 200)as] 23 + v
{zn>0} alx% + y721
(20, — 1)r(t, z,)x,
> /a1 (1l — e)meas{z, > 0},
s > Va1 (1 — e)meas{ }
(20, — 1)ya(t, 2) + (2 — 20, ) as] xi + yi
{2n<0} azx;, + Yy,

(20, — 1)r(t, z,)x,
> /as(l — e)meas{z, <0}.
oy BRI > V/az(1 — e)meas{ }

K = \a +

+v/ax

K = \/ay +

+V/az
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Essendo z2(t) + y2(t) > 0 per ogni t, si ha che x,, ha solo zeri semplici, per cui
meas{z, > 0} + meas{z, <0} =T

Quindi,
K K TN TN
—t—2>1—-e)T > —+ —,
=t = ( )

da cui K > N. Similmente, prendendo & > 0 tale che

N +1
5’<M_17

T+v/by
possiamo eventualmente aumentare R > 0 in modo che

r(t,x)x
bs x? + y2

!/

z? +y? > R? <¢,

e si vede che, per n sufficientemente grande,

K = /by (20, — D)ya(t, ) + (2 — 20,)bo] 22 + 42
{-7371<0} b2‘r121 + yTQL
2 n - ]- t, n)4n
+\/E {zn<0} ( : bzx2>:§ ny )x < \/b_2(1 +5/)meas{xn < O}
Tn< n n
T(N+1)
< T

+

meas{z, < 0} <7(N +1),

la soluzione del sistema gira piu di N volte e meno di N + 1 volte attorno
all’origine, nel tempo 7. Tale soluzione non puo quindi essere T-periodica, il
che ¢ assurdo.

da cui K < N + 1. Abbiamo cosi dimostrato che, se min(z? + 32) > R,

Costruiamo ora una curva I' che ci permettera di “controllare” le soluzioni
di grande ampiezza. A tal scopo, definiamo due funzioni continue e stretta-
mente crescenti g; : R — R e go : R — R tali che

gl(l‘) +1 < g<t7$;0-) < 92(1:) - 17

per le quali, considerate le loro primitive

G1<x>:/0mgl<u>du, G2<x>=/0x92<u>du,

si abbia che
lim Gi(z) = lim Gy(x) = +oo.

|z —00 |z —o0
Per quanto riguarda la funzione g;, possiamo prendere

gi1(z) = szt — a2 — ¢,
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per un’opportuna costante ¢ > 0. Per g, la costruzione ¢ un po’ piu laboriosa:
per z < 0 si puo prendere

92(x) = %bﬂ_ +c,

per un’opportuna costante ¢’ > 0. Per = > 0, si puo procedere cosi: conside-
riamo delle costanti ¢; > 0 tali che la successione (¢;); sia strettamente cres-
cente, con ¢y > ¢ e

g(t,x;0)+1<¢; sex€ljj+1].

Possiamo ora supporre ¢ uguale a ¢y, eventualmente aumentando ¢’ di un po’.
Prendiamo poi la spezzata che congiunge i punti (j,¢;) e otteniamo cosi il
grafico di go per z > 0.

Sia d > 0 tale che
[zl >d = sgn(a)g(t,z;0) > 2.
Definiamo i seguenti sottoinsiemi di R?:

Zy ={(z,y) eR?: y > 1}, Zp={(z,y) eR?: |[y| <1, 2 > d},
Ze={(z,y) eR*:y < —1}, Zy={(z,y) eR?:|y| <1, 2< ~d}.

Costruiamo la curva I' a partire dal punto (agp,1), con oy < —d tale che
G(ag) > G(d). Su Zy sara una curva di livello della funzione strettamente
convessa 1y? + Gi(z). Si arriva cosl al punto (oq,1), con a; > 0 tale che
G1(a1) = G1(ap). Per come abbiamo scelto «y, si ha che a; > d. A questo
punto, la curva attraversa Zgr in modo rettilineo, con pendenza —m;, con
my €]0,1] da fissarsi. Si arriva cosi al punto (g, —1), con ay = a; + 2/m;.
A questo punto, su Zg la curva diventa una curva di livello della funzione
strettamente convessa 1y* + Go(z), fino ad arrivare al punto (a3, —1), con
ag < 0 tale che Ga(a3) = Ga(ae). Su Zyy la curva sara di nuovo rettilinea, con
pendenza —my, fino ad arrivare al punto (ay, 1), con ay = a3 —2/my. Ed ecco
che la scelta di m; deve essere tale che ay < ag—1. Ora si ricomincia allo stesso
modo, scegliendo per il secondo giro una opportuna pendenza —msy su Zg e
Zw, con my €10, my] e cosl via, in modo che la curva cosi costruita spiraleggi
con un’ampiezza via via maggiore, che tende all’infinito, se la si percorre in
senso orario.

Vediamo che ogni soluzione (z,(t), y,(t)) del nostro sistema che intersechi
la curva I" lo deve fare dall’esterno verso l'interno. Infatti, su Zy,

L (120 + Gr@a(1)) = 100 + 1 @) (1)

dt
= yn()(91(2n (1)) = g(t, 2n(t); 00))
<-1<0.
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Analogamente, su Zg,

;i(zyn( >+G2(fcn(t)) =y ()Y, (t) + go(2a(t))2), (1)
Yn () (ga(zn()) — g(t, T (t); 0))

-1<0.

IN

Inoltre, su Zg,

< Yn(t) ) : (”1“) =M1y (t) — gu(t, 2a(t);0,) < =1 <0,

—g(t, za(t); o)

mentre, su Zyy,

(o) - () = =m0+ gtt.:00) < -1 <0,

t,x,(t);00)

Sappiamo che min(z2 +y?) < R? e max(z2+y?) = R, — +o0c. Estendendo
la soluzione per T-periodicita a tutto R, possiamo prendere ¢/, < ¢, con t —
t/ < T, tali che

wn(t) +yn(tn) =R, an(t) +yn(ty) = Ry,

22(t) + y2(t) > R* per ognit €t 7]

n»’n

Prendiamo R,, cosi grande che, per andare in direzione radiale dalla circon-
ferenza di raggio R a quella di raggio R,, si debba incontrare la curva I’
almeno N + 4 volte. Siccome la nostra soluzione non puo intersecare la
curva dall'interno verso l'esterno, al variare di ¢t da t], a t essa dovra seguire
I’andamento a spirale della curva I' e compiere almeno N + 2 rotazioni attorno
all’origine. Sia

A, ={telt,t"]:x,(t) <0}.

Scegliendo ¢/ > 0 e R > 0 come sopra, integrando —#/ (t) su A, si vede che

7(N +2) < \/g/ (200 = Dwa(t2a) + (2= 20)ba] 23 447

by}, + 7
(20, — D)r(t
+\/_/ In 2 Zn)Tn < /by(1 + €' )meas(4,)
b21’2 + yn
N +1
< umeas(/ln) <m(N+1),

una contraddizione.

Abbiamo cosi dimostrato che non puo essere [|z,[« — +00. Quindi, per
o€ [%, 1], abbiamo una stima a priori delle soluzioni. La dimostrazione del
teorema si conclude ora come per il Teorema 5.12, riportando con una ulteriore
omotopia, per o € |0, %], il punto (ay, az) sulla bisettrice degli assi. [ |
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Corollario 5.18 Supponiamo che, per ai,as, by reali e positivi, si abbia

t
a; < liminf gt 7) ,
r—-+00 T
t t
as < liminfM < limsmpM < by,
T——00 iy Z——00

uniformemente rispetto a t € [0,T]. Se

dist( [a1, +00[ X[ag, ba], X) >0,
Allora il problema (P) ha almeno una soluzione.
Dimostrazione. Sia £ > 0 per cui

dist( [a1, +oo[ x[ag, bs], X) > €.

Sia R > 0 tale che

t
szjal—Egg(’x),
2 T
t
t<-R = a-o<dBD oy E
2 T 2
per ogni ¢ € [0, 7. Definiamo
a se x < R,
t,x
n(t,z) = a1—|—<g($ )—al)(a:—R) se R<xr<R+1,
t
M sex > R+1.
x
( b
a2—2|— 2 sex > —R,
b b t
Y2(t, x) = < QQ;L 2+<a2;L 2—9(3’:@)@%—}%) se —R—1<z<—R,
t
9t 7) ser < —R—1.
\ x
e

r(t,z) = g(t,z) — n(t, )zt +y(t, x)z™.
Allora 1 (t, x), y2(t, x), r(t, ) sono continue e si ha

g(t,z) =y (t,2)at —y(t,z)a” +r(t,x);
inoltre, r(¢,x) ¢ limitata (perché nulla quando |z| > R+1) e

£
=3 <t ),

£ €
G2—§§’Yz(ta$)§b2+§>

per ogni t € [0, 7] e x € R. Infine,
dist([a; — 5,400 x[ag — 5,62 + 5], X) > 0.

Per il teorema precedente, il problema (P) ha almeno una soluzione.
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Corollario 5.19 (Mawhin - Ward, 1983) Supponiamo che

t
0<a gliminfm,

T—+00 €T

t
0<ay< lim jnf 202 7)

T—=—0 x T——00 x

" 2
Slimsupg( ) <by < (%) ,

uniformemente rispetto a t € [0,T). Allora il problema (P) ha almeno una
soluzione.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che

dist([a1, +00[ X[az, o], %) = min {ar, s, (%)2 ~ b},

e applicare il Corollario 5.18. (]

Corollario 5.20 Supponiamo che

t
lim 9(t,z) = +00,
r——400 €T

ed esista un intero N > 1 tale che, per as, by reali e positivi, si abbia

N7\2 t t N+ 1)7\?
(Tﬂ) < ay < liminf g(t,z) < lim sup gt z) <b < (ﬂ) ,

T——00 xT T——00 T T

uniformemente rispetto a t € [0,T). Allora il problema (P) ha almeno una
soluzione.

Dimostrazione. Prendendo a; > 0 sufficientemente grande, si verifica che

dist( [ax, +00[ x[az, ba] , %) > min{ ((]V*T””)Q by, %(aQ - (%)2) }

per cui si puo applicare il Corollario 5.18. [ ]

Tutti i risultati di questa sezione hanno i loro corrispettivi in cui sono
scambiate le ipotesi per z > 0 con quelle per x < 0. Ad esempio, per quanto
riguarda il Corollario 5.18, abbiamo il seguente.

Corollario 5.21 Supponiamo che, per ay,as, by reali e positivi, si abbia

t t
a < liminfm < limsupM < by,
T—+00 €T T——+00 X
g9(t, )

as < liminf ——= |
T——00 €T

uniformemente rispetto a t € [0,T]. Se
dist( [ay, b1] X [ag, +o00[, X) >0,

Allora il problema (P) ha almeno una soluzione.
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5.4.3 1l problema di Ambrosetti - Prodi

Consideriamo infine il caso in cui p e v abbiano segno opposto. Ad esempio,
sia u > 0, v < 0. Il problema

{ o+ pxt +vrT =s,
2(0) = (T), 2/(0) = 2'(T),

ha due punti di equilibrio se s > 0, uno solo se s = 0 e nessuno se s < 0. Lo
studio di questo tipo di situazioni ha avuto inizio in un lavoro di Ambrosetti
e Prodi, nel 1972. Citiamo il seguente risultato molto generale.

Teorema 5.22 (Fabry - Mawhin - Nkashama, 1985) Supponiamo che

lim g(t,z) = 400,

|z|—o0

uniformemente in t € [0,T]. Allora esiste un sy € R tale che il problema

z” —|—g(t,l’) =S,
B o0 2oy o - ).

non ha soluzioni per s < sg, ha almeno una soluzione per s = sy e ha almeno
due soluzioni per s > .

Dimostrazione. Sia

my = min{g(t,z) : t € [0,T], z € R}.

Vediamo che, se s < my, il problema (P;) non ha soluzione. Infatti, se x fosse
una soluzione, sarebbe z”(t) = —g(t,z(t)) —s < 0 per ogni t € [0,7], per
cui x sarebbe strettamente convessa, e non potrebbe verificare le condizioni
z(0) = x(T), 2/(0) = 2/(T).

Sia ora
s1 = max{g(t,0) : t € [0,T]}.

Se s > s1, la costante 3 = 0 & una sopra-soluzione per (Ps). D’altra parte,
esiste R, > 0 tale che
|r] > Ry, = g(t,z) >s, perognitel0,T].

Ne segue che, se s > s, la costante & = — R, & una sotto-soluzione per (Pj).
Per tali s, esiste quindi almeno una soluzione di (F;) tra —R, e 0. Sia

sp = inf{s € R : (P;) ha almeno una soluzione} .

Da quanto visto sopra, sg € [mg,s1]. Vediamo ora che, per ogni s > s,
il problema (Ps) ha soluzione. Infatti, sia ¢ €]0,s — so[ per cui (Ps,+c) ha
una soluzione #(t). Allora & & una sopra-soluzione per (P;). Prendendo una
costante a < — R, tale che @ < min z, si ha che a € una sotto-soluzione, quindi
(P;) ha una soluzione tra a e z.

92



Fissiamo ora un § > sp, e prendiamo s < 5. Dimostreremo che esiste
una costante Kz > 0 tale che, per ogni soluzione x(t) con s < 5, si ha che
|z]|loc < Ks. Sia z(t) una tale soluzione. Scriviamo z(t) = = + Z(t), dove
=+ fOT x(t) dt & la media di z. Integrando I'equazione, si vede che

%/0 g(t,z(t))dt = s.

Ne segue che esiste un ty € [0,7] tale che z(ty) € [~Rs, Rs]. D’altra parte,
moltiplicando per Z(t) e integrando, si ha

T T
I = | #(0att.a)de = [ s ot o0) =m,) d
T
< HiTU\loo/0 |g(t, 2(t)) — mg|dt = [|Z]|T (s —my) < [|Z]|oT'(5 = myg) .
Essendo & a media nulla, esiste un t; € [0, 7] per cui Z(¢;) = 0. Quindi,
t
WM:Wm+/f@@k¢ﬂﬂu
to

Siccome &' (t) = 2’(t), abbiamo che ||#|o < V/T||2'||2. Ne segue che ||2’||2 < Cs,
con Cs = T%2(5 — m,). Abbiamo quindi che

mm:Wm+[f@wkm%»Hﬁwmg&+ﬁm,

per ogni t € [0, 7], ossia ||z]|e < K3, con Kz = Rs + T%(5 — my).

Sia X = C([0,T]), definiamo l'operatore L : D(L) C X — X al solito
modo, e poniamo

Ng: X —- X,
(Nsz)(t) = g(t,2(t)) — 5.

Sia Qs = {z € X : ||z||oo < K}, e prendiamo un X & o(L). Siccome per s <
my il problema non ha soluzione, usando l'invarianza del grado per omotopie,
si ha

d(I — (L —M)"*(N, — \I),Q,) =0,

per ogni s < 5. Prendiamo ora s €]sg,s]. Come abbiamo visto sopra, pren-
dendo € €0, s—s¢[, (Psy+c) ha una soluzione z(t), che risulta essere una sopra-
soluzione per (Ps). Prendendo una costante v < —Ry tale che a@ < minz, si
ha che a e una sotto-soluzione. Sia

QW = {z € C([0,T]) : a < x(t) < &(t), per ogni t € [0,T]}.

Dimostriamo che (P,) non ha soluzioni in Q). Infatti, sia 2 una soluzione di
(Ps) tale che a < z(t) < Z(t), per ogni t € [0,7]. Dimostriamo che a < z(t),
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per ogni t € [0,T]. Se fosse @ = z(7), per un certo 7 € [0, 7], allora sarebbe
(1) =0 e 2”(r) > 0. D’altra parte,

2(1) = —g(r,2(7)) + s = —g(r,a) + s < 0,

una contraddizione. D’altra parte, se esistesse un o € [0,7] per cui xz(o) =
%(0), allora sarebbe z'(0) = 2'(0) e 2”(0) > 7”(0). D’altra parte,

2(0) = —g(o,2(0)) + 5 = —g(0,3(0)) + 5 < #(0).

e ritroviamo una contraddizione.

Dall’Osservazione 5.11 segue allora che
d(I — (L —A)7Y (N, — M), QW) = 1.
Ponendo Q® = Qs\ﬁ(l), siccome il grado su €2 e nullo, si ha che
d(I — (L = XI)"Y (N, = XI), Q%) = —1.

Quindi, per s €]so, 5], esistono almeno due soluzioni di (P,), una in Q") e una
in Q®. Avendo scelto § > s, arbitrariamente, abbiamo cosi dimostrato che,
per ogni s > s, esistono almeno due soluzioni di (F).

Resta da dimostrare che per s = sy il problema (Ps) ha almeno una
soluzione. Sia (s,), una successione tale che s, €]sg, 5] per ogni n > 1 e
lim, s, = s¢. Sia z, una soluzione di (P, ). Abbiamo visto che esiste una
costante K > 0 tale che ||z,|l < K, per ogni n. Allora (z,), ¢ limi-
tata in C%([0,T7]), e per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosucces-
sione che converge uniformemente ad una certa funzione x(t). Essendo x, =
(L—XI)"Y(N,, — M)z, passando al limite si ha che z = (L—\I) " (N,, — )z,

per cui z ¢ soluzione di (Pj,). u
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